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1. Sejam A, B C R tais que para todo z € A e todo y € B se tenha x < y. Mostre
que:

i) sup A <inf B.

ii) sup A = inf B se, e somente se, para todo € > 0 dado, existam x € Aey € B
comy—x <e.

Todo y € B é cota superior de A, logo supA < y. Isto mostra que sup A é
cota inferior de B, portanto sup A < inf B. Se valer a desigualdade estrita sup
A< infBentaoe =inf B—supA > 0ey—x > ¢ para quaisquer x € A,y € B.
Reciprocamente, se sup A = inf B entao, para todo £ > 0 dado, sup A — /2 nao
é cota superior de A e inf B 4 £/2 nao é cota inferior de B,logo existem = € A e
y € B tais que supA —¢/2 <z <sup A = inf B <y < inf B 4 £/2. Segue-se que

y—xr <Ee.
o
2. Prove que se a série Zan é convergente, entao lim a, = 0. Dé um exemplo,
=1 n—oo
(o)
justificando sua resposta, onde lim a,, = 0 mas a série Z a, € divergente.
n—oo —1
Se a série Y a, é convergente entdao, pondo s, = a; + --- + a,, existe s =
lim,,_, s,. Consideremos a sequéncia (t,), com t; = 0 e t, = s,_1 quando n > 1.
Evidentemente, limt¢, = s e s, — t, = a,. Portanto lima, = lim(s, —1t,) =

lims, —limt, = s — s = 0. Para o contra-exemplo, considere a série harmonica.

3. Dado X C R.

i) Defina:
a) O interior do subconjunto X em R.
b) Quando X sera um subconjunto aberto de R.

ii) Sejam a,b € R com a < b. Mostre que o intervalo (a,b) é um subconjunto
aberto de R.

i) a) Dizemos que um ponto x € X é ponto interior, se existe um ¢ > 0 tal que
(x —e,x4+¢) C X. O conjunto de todos os pontos interiores ¢ o interior

de X.
b) Um conjunto X ¢é aberto se todos os seus pontos sao interiores.



ii) Dado = € (a,b), temos que a < x < b e assim, z —a > 0eb—x > 0. Tome
¢ = min{zr — a,b — x}. Afirmamos que (z —e,2 +¢) C (a,b). De fato, note
que ¢ < z —a e assim, © —e > a. Logo, se y € (r — e,z + €) temos que
a<r—e<y<z+e<z+(b—x)=>b Portanto, y € (a,b).

4. Prove que toda aplicagao localmente Lipschitziana definida num conjunto compacto
¢é Lipschitziana.

Seja f : K — R onde K é um compacto. Como f é localmente Lipschitz, para
cada z, existe algum r, > 0 e L, tal que f é Lipschitz com constante L, em
B(z,r,). Entao, os conjuntos B(z, %rx), com z € K, formam uma cobertura aberta
de K, portanto um nimero finito cobre K. Para conveniéncia, denotamos estes por
B(xy, 3r4) (a0 invés de 1y, ). Definimos M = sup,¢y || f(@)|], 7 = 3 minry, Lo = 24,
e L = max(Ly, Lg). Entao, L é uma constante de Lipschitz para f em K. Para ver

isso, escolha =,y € K. Se ||z — y|| > r, entdo temos que

()~ F@)l _ 2M

< =Ly <L.
(e r

Se ||z — y|| < r, entdo para algum zy, temos x € B(xy, 37%). Entdo y € B(wy, 1) e,
assim,

1 (z) = FWIl < Lelle = yl| < Ll — yl].

5. Seja f : [a,+00) — R continua, positiva, monétona nao-crescente. Prove que se
+oo
(x)dx converge entao lirf x- f(x) =0.

a T—r+00
Seja p(x) = [ f(t)dt,x > a. Por hipétese, existe L = lim,_, o (). Logo, dado
e>0,existe A>0talquex > A= L—c<y(x)<L+e Daixz>2A= L—
e < p(x/2) < p(x) < L+e, donde 2 > p(z)—p(x/2) = f;:/z f@)ydt > (x/2)- f(x/2)
pois f é nao-crescente. Logo lim, . (2/2)f(2/2) = 0 e o resultado segue-se.

Definicoes

Defini¢ao 1. Uma aplicagio g : X C R — R € dita Lipschitziana quando |g(z) — g(y)| <
klx —y|, para cada z,y € X e algum k > 0.

Definicao 2. Uma aplicagao f: X C R — R chama-se localmente Lipschitziana quando,
para todo x € X, existe um intervalo aberto B, de centro x, tal que f | (BN X) é
Lipschitziana.



