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"Um fio de ouro percorre a história da Hmnanidade 

ininterruptamente: é a obra dos melhores homens nas sucessivas 

idades. De extremo a extremo continua a percorrê-la, e, quan 

passa por perto de nós, percebemo-lo como a luz clara e espl nd n-

te,irresistivelmente penetrante, que projeta a Verdad, 

concebida pelos grandes espíritos. 

Walter Moxon 

q n 
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INTRODUÇÃO 

Dos estudos sobre .as equações lineares surgiram. no 

final dos anos 60. as distribuições lagrangeanas. 

Urna década depois, verificou-se que uma subclasse 

dessas distri buições poderiam ser u tilizadas na resolução de 

probl emas não linear es porque tais _distribui?Ões satis1aziam: 

1 ) Er am singulares exatamente numa subvariedade. 
I 

2) Constituiam uma álgebra do espaço das distribuições. 

Para estas distribuições o wave f'ront set estava 

con t ido no f ibrado conor mal NCY) de Y, onde Y era subvariedade 

C00 d e uma var iedade C00 
X conseqüentemente tais distribuições 

f'oram d e n o rrúnadas c onor mais com respeito a Y. 

A r estr i ç ão de U E -<:})' 
00 

(onde X é variedade C ) a uma 

subvar i edade Y de X pode sempre ser dei' i ni da quando o 

fibrado conor mal /de Y não intercepta ó .WFCu) (wave front set de u). 

No caso das distr i buiçõe s conor mais ape_~ar desta inter secção ser 

não vazia. a restr ição f ica bem d e:fi'nida. Isto 
,, , 
e uma 

outra característica i n teressante d e ssas d istribuições . 

Elas repres entam um i mportante papel também no 

desenvolvimento do c á lculo dos oper adores pseudo- dií'erenciais 

l.otalménte caracterís tico numa var ied ade com f'ronteira . 

No pres ente trabalho nos r estrigiremos a dar uma 

caracterização 

escrevê-las 
I 

.demonstraremos 

das 

como · 

distribuições cono r mais , 

integrais osc i lat órias. 

algumas propri e d a d es des tas 

no sentido 

enu nciaremos 

distri buições • 

de 

e 

e 

finalmente ~aremos uma aplicação basead a no paper do Al ai n Piriou. 

( (41 ).Tal aplicaç~o nos mostra que quando urna d istri b ui ç ão u 

satisfaz certas condições e é conor-ma.l clássica. do tipo H n u ma 

vizinhança de um ponto x de L= f x = 
i. 

o e ntão h á uma 
propagaç~o da conormal idade clássica d l e u ao ongo d as curvas 
bicaracLe rí s Licas Lraça das a partir d e x 

/ 



N mo n. <;: s 

i 

,IV m '""( {Rnx IRn ) .. 1: m - = é . 
~ 

n X [R ) r Lodo Cl• (3 a 

V = ºe ~ x . ) i mi t, o 
X 

1 1 1e 1 
m- lot l x . e [Rn ' - ,{J -

srn h m do s im o l d ordem m. E crevemos 
s-oo = n sm • soo = u sm 

~ D :fi ni ao I. 2: Se X e IRri é u m abert.o • def"inimos 
1 

Sm ( [Rn) e C00 (X x [Rn) 
t X x como o conj unt.o d e t.odos a oc 

rpC x:J a( x. f.) E Sm( IRn x [Rn ) par a t.odo rp e C00 (X) . I st.o 
o 

t..ai s 

quer 

que para t.odo é onjunt.o compacto K e X podemos encont.rar 

que 

que 

dizer 

t.al 

X E K .e e lR
0

• 

j -+00 

Expansão assint.ót.ica de símbolos: 

,.., 
De:finicao I.3: Suponha 

1 
m >m >m > ... 

o 1 2 • m 
j 

E [R 

00 

m. --+ - oo 
J 

e Dizemos que· p ~2 P . se 

para t.odo k . 

' sm Dados p . e j , 
J 

a exi st.ênci a de um 

é garant.ida. 
A ~ 

( Ver reterencia [11 ~proposicao 4.18 do cap.4, 
1 

. 

J 
j = O 

l,al que 

,, 
paragra:fo 3 ) 

Denot. remos x 
n 

= Cx' , x••) onde X = Cx • ... • x ) 
1 k 

e x ·• = ( . . . . • X ) 
n 

para x e IR • 
+i. 

2 

00 



,., 
Defini o I ~ ,s.: m <C 

c<::n Jyrito de t 

aC X • <) ~ _L aj (X • {) 

o 

onde a .é h o mogên ea d e gr a. u m - j h 
J 

u . 

nd 

- i r = k o nd 

1 e' 1 > 1 ª · J 

+ 

1-l m - jh 

é d e nomina.do polihomogên os d e g r a u m p s h . E cr v mos 

S
m,h 

a E . Quando h = 1 o passo á onutido . A h omog n ' d de 
phg 

derinição ~iz que 

a. .Cx . t{) 
J 

m- jh 
= t, a. .Cx. <) 1 e 1 > 1 

a g o r a 

X . = f f. E [R n 
J 

se J > O 

J 

R . < 1 { 1 < R . l 
J- 1 J 

A 2 
·· Par a qua l quer u E y>• com u e Llo.c f'aremos 

n uC x) = C 2n) - n J ei. < x • { > ~ C <) d( 
j 

X . 
J 

, t > 1 . 

onde R = O e 
o 

Coo • I.5s Seja X u ma variedade Uma f'unção , 
p 

def i ni da em X é dita es: l ar em CJ (X) o u e m L l,o-,c. (X) se par a qual -

a. 

u 

quer sistema de coordenadas k a função composição 

definida por 

( k -i )* u 

I ( k -t )* , u C x) 

eslà em . Cj (.Xk) ou ~m 

= u ( k - t C x) ) • X E 

Agora. definiremos distribuição numa vari e d a de 

J 
/ 



.finic~o I. : Sej 

quer sist, mà de coor l'l , d -- k 

X um v ri 

m X n6 

d e C00
• Se p a ra qua l ­

acion ~mo uma di s l,ribui -

'2) . ex ) ( 
..., 

IRY'l ção uJc. _e X s; ) al qu 
k k 

u k• = ( k o k • - 1 )* 
uk m 

denominamos o sist..ema u 
k 

todas as dist..r·buiçõ s 

um 

m X é 

di 

eno o 

i ~o m X _ O ccnjunt..o de. 

or <:lY (X) -

,, 
c00 Ck • ex Co nla rio : Se <P o )e t 

íl X?) t, moc;.-

u '(q:,) = [e k o 
k. - t )°M u Jc<t>) = u 

k k k 
(<P o ( k o k ' !. i.) - :i. J = 

= u (cp o 
k 

k • o k - .1) 

De:finic~o I.7: Seja X uma variedade C00 
• V um fibrado , 

vetorial real sobre X_ Se Y e X ent..ão uma seção u de V sobre Y é 

uma aplicação u(y) E V 
y 

• o u .seja • ué uma aplica-

ção de Y em V com no u = id. 
/ 

Definic~o I.8: Sejam X e V como na Definic~o I.7. Seja , , 
{ X l 

i i E I 
uma cobertura aberta de X com trivializaç~es locais. 

e Y S X um aberto. O espaço das seções distribucionais <f/Y (y, V ) 

é o espaço de t.odos si st.emas u . E ':bt ( y n X. • [RN ) e onde 
\. \. 

N é a 

dimensão da fibra) satisfazendo as condiç~es de t.ransição ( Ver 

re:ferenci a [ 21 , seção 6. 4 ). 

" Comentaria : Dizer que u . E <:lJ. 1
( y n X. t [RN ) signif'ica 

\. \. 

dizer que ui ê um vet.or distribucional com N coordenadas 
/ :1 N . 

u= Cu . •...• u . ) onde u\._J E <:ll(Y n X\.. ) 
i 1.. \. 

V j • 1 $j$N 

-De1'inicao I. 9: Se 15 p 5 oo e , 
A 

L2 o espaço de Banach de t.odas u E '.J>• com u E e a norma lo.e 

pll u "'-~> = ( 2 nnj u 
p )i/p 

li ( ~ 
é f'ini t.a. ( Se p = Q) devemos ler- como s up li n . 11(.(U ) u 

j J 

Est,e espaço é conhecido como ·espaço de Besov. Qu nd p = = 

o b 1 v . 

4 



:::: 

i. 

n 

u = 

u 

u . 
\. 

i. 
n 

, 

l . . l 

m 

i .i -
• iõl 

d 

n u 

1m 

11)1,. 

lf\ 

k 

r 

ntl - 1 rn, 

li 
m 

m .n :fini 

um r ur d 

nú n i s e rt,a 

I ' 

H 

l , 1 • l, 

• r um . 

lo ol -

k qu l qu r si s:t, m 

~ 
21• (X , V). a I.7 ,. e seja u e ,. 

vi inh n as t..r i vi ali zad f"' s 

Como u E :/) " (X. V) t mos que 

1 ,N 
u . =Cu . •... , u. ) 

j 
u . 

\. ~Y(X .) V. 1 :$ j _ N . Dizer que u j 
l i. 

\. \. .;i.. 

2)"(X. Jc) CX . ==X . Jc) é dizer 
\. l. \. 

qu u j 
i. , k <fl)' (X . k) onde k X "'k 

l i. 

coorde nadas. Agora, dar e mos a s e guinte def iniç~o 
X é um si _...t,ema de i. 

,...,, 

De:fini ao 1.11: Sejam X , 
v e lo.ri 1 . obr e X Dizemos que u 

se u j 
i.,k 

E V L • j • k 

Int,egrais Oscilat,6rias 

ar i e.d de C00 e E um f' i b rado 

:J)• (X. E) est,á e m 

"" Se · X _e [Rn b J. ( ) Definicao I.12: Ja a. er1.,o • n ~ O , e seja p 

p e C°tx x IRN / O) uma :função com valores 

gr.a·u .1 com res:pei t.o à 

· consideremos a int.egral 

e E [RN / O e 

reais 

seja 

que é homogênea. de 

Gt E s;oc (X )( IRN) ; 

a.C x. 0) uc x) dx de , u e C00 (X) 
o 

5 



,., lm(X Y E) é def' i n i d o como Definicao 1.13: O espaço •; 
~ 

conj unl.o de t..odas u e 2;• (X. E) Lai s que 

para -lodo 

00 lo-e 
L .. . . . º L u '= H (X • E) 

i N < - m - n/4) 
( onde n = di.--m X ) 

N e l,odo operador diL de 1~ orde m L . e nLre seç ões 
J 

Coo 
disLribucionais de E com coe~icienLes LangenLes à y . 

A l,opologia é a menor que faz as aplicações 

L º· 
í 

•• o L 
N 

u E 

00 lo.e 
H 

< - m - n/4) 
conLinu4 s 

o 

ComenL~r i o : A condição de Y ser fechado é ul,ilizada 

para concluir que seu E r (X,Y) enLão o suporLe singular 

esLá conLido em Y Se Lomarmos Y uma espiral em X 

convergindo para a origem e u = 6 , Leremos um exemplo de 
D 

de u 

= [R2 

uma 

disLribuição cujo suporLe singular não esLá cont,i do em Y De 

fato u E Im 0 (X, Y) , m > 1 /2, pois para qual quer vel,or L l,angenl,e 
o 

à Y Leremos tj~e L 6
0 

é um múltiplo de 6 

Exemplo de ~ distribuicao conormal : ,. 
E [R t ~ 

m ~ame as distribuições homogêneas 

~(x) 
À. y ! o l = X = X = [R ReÀ > o + 

A 

A r-e:fer-encia [ 21 ,. pag. 68 nos dá que 

CI.1) d À 
À 

À-1 
-- X = X se Re"A ) o dx + + . 

Disto lemos, por sua vez. que 
I 

= À X XÀ.-t 
+ 

= pois Re("A.-1) > -1 

Assim~ para termos 

À oo lo,,,c. 
x e H onde 

+ .,ti. 
~ = 

À 
que X+ E r (X • y) • 

-m 1/4 pois 

para algum 

os vet.ores 

m. basta que 

t.angent-es à y 

são da f"orma a(x) d 
X 

dx onde a(x) E coo Como 
À 

oo loc, para -6,. < o l.emos 
X e H conclui mos que À Im (X. Y) + • X E 

+ para m ~ -1/4 

7 



Lema I. 1 : Se 4 é um i nl-ei ro ) n/2 ent..ão 

(I. 2) 1 uc x) 1 
2 ~ e J [ l I Dó( 

z 2. 
uC y) 1 + 1 uC y) 1 ) dy . u E ;/' 

lx - yl <.1 ló(I :* 

Dem: Como t..odo operador elipt.ico com coeficient.es cons­

tantes tem uma paramet..riz que é uma função C
00 

em ~
0

/ O t.emos que 

( - Ã)~ t,~m u rn~ p.a.r.amGt..riz E com suport.,g na bola unit.~ria . 

Ent..ão 
( - A)* E = 6 + w onde w "= cro ({Rn) 

o 

Temos ,... 
,._ .,._ 

( (-t:.).Q. J 1e1 2
.Q. 

,,..._ 

6 + w = E (e) = E (ç) 

i gualdade p ode-se provar por indução sobre 4) 

Po r t anto 

1 e 1 
24 Ê ce) = 1 + w 

( onde a úl t,i ma 1. 

Como W E temos que w é limitada e conseqüenlement,e 
o 

/ 

é .u ma f unção limitada 

,,..._ 

IE CO I 

Fazendo 1 Ol 1 = 4 t lemos 

1eª 
A 

I< 12
~ 

A 

E COI < 1 E (() 1 I< 1-~ :5 

Como 1 e 1-~ ~ e 1 + 1e 1 )-~ para 1e 1 >> 1 

l(~x Ê (01 :5 e e 1 + 1e 1 )- 4 para 

Temos q cie 

em B CO) 
R 

Logo 

eª ·Ê é limitada e m B CO) 
R 

onde R 

1eª Ê <e) 1 :$ e C1 + I< 1 )- 4 (1 + I< 1 -onde C = e (1 + R )4 

..... 

e I< 1-4 

• 'Lemos 

le 1 >> 1 e lotl = 

>O • p or t.a.nto 

)
4 S ê (1 + I< 1 

1 ~ª E C~l 1 ~ e e 1 + 1 e 1 )-~ se lal = 4 

Agora 

...:,.. 

)- 4 

1 e E cn 1 :z d< ~ (1 + 1 e p-2 ~ d< < t ª Ê ({) e L 
2 

pois J ª "' J 
< a> poi s ,4 > n/2 

8 



Des de que 

u = u * (- .6. )~· E - u * w = l .é.!/ a! Dc,,ü * D% - u * w 

1 ôt 1 =~ . 
' ·-ª estimativa CI.2) segue pela desigualdade de Cauchy-Schwarz. 

Lema I. 2 : Se~ e s+ oo e a é homogêneo de grau m .ist,o é. 

' a:.C X , t.{) 

CI. 3) 

CI. 4) 

m = i., a_( X , ~ ) , I< 1 > 1 

Dem: Sab e mos que 

E SRem 
e t. > 1 • ent.ão a.C x. Z;) 

1 ç 1 > 1 • t, > 1 

1 _naª Cx ~), < e e 1 + 1~, );-,ai • m~ E IR õ' - a , e.. - ,_,n e.. 
X Ç •- ·•1-' 

DE.- CI.3) t e mos 

CI. 5) 

Ent.ão 

CI . 6) 

Di st,o temos 

= t la! coª a) ex. t-ç) = e 

CI. 7) e d1 Dª a0 ex t. ~) - t-m- 1 ª I rf1x o; _,.,,( x. r:) 
X { • ,_, - r,, """" . ... 

Temos ainda de (1.4) que 

1 ç 1 > 1. 

CI. BJ v x • 1e 1 = 1 

De ( I /. 8) e ( I. 7) t.emos 

,~ Ol ex.te) 1 t, Re( m - 1 Ol 1) ªt a ~e~ X le 1 = 1 

Para qualque·r l: -;,t O f"açamos ç = I< 1 (ç / 1 e P ent,ão • 

'a'1 
a "z: a Cx.l;) 1 X 

~ e~ 1 Ç I R_,.( m- 1 a j) 
I< 1 > 1 

Como 1 te, l l - (1 . + ., t,:' 1 )l ~ , quando l{I > 1 · .V l • temos 

1 _n 2 ª e e 1 1 6 ~ u t a X• {) 1 ~ C CJ.{3 ( 1 + 1 ( 1 )RG m - a_ ) 
1 e 1 ) 1 

g 



- ------

r · n . 1 - e (B) onde 8 ::: t X E 
(Rr, 

' 1 lxl < R 

, i; ' . li ,. -

) .. 2 X .Cx) onde I . E 
Ck - 1 (B) . 

j J J 

a (0 = ª a co / ( 1 1~ 1 ) e 
,1 j 

u 'ª r . I :$ c::- up 'ªôl a f' 1 !ai < k 
J j 

D m T or m Fundamental do Cálculo r s ulLa que 

ri :1 

e ) - fCO) = L yiJ C<\ rlCt,y) dt fazendo 

j = :1 o 
:{ 

f / y) : = : I Ci\ f)(ty) dt, segue que 

o 
n 

fCy) - fCO) = 2 y , f' ,(y) 
J J 

j = 1 

Agar • tomando y e B. 
/ 

temos para lal < k 

· Agora. 

a a f' .e y ) = 
J 

aªr co) = 
j 

1 

aª J caj r )Ct,yl dt, = 

o 

::i 

J <a°'ai f)(ty) t. la 1 

o 

1 lal 
<aª a )1Co) J t dt, 

j 
o 

/ .1 

:1 

J aªcai r lCt,y) dt 

o 

dt 

= <aªa )1(0) / ( 1 
J 

1a°'I/y) 1 < J 1<aªaj I)(ty)j t lal dt < 

o 

+ 

~ sup Iaª ô. f I C 1 / 1 + 1 a 1 ) ~ sup I aet a f' 1 
B J B j 

O que implica que 

sup 
B 

S sup 
B 

10 
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L ., 

1, 

V l'.1 , 1 ·, I 

[ l Jf 1 • 1 J I t ( 1 

om 

'J 

.Ot m 

j = 
j 

m n 

)e 

2 o. x '' ) ô = o 
j X , 

j = i 
J 

a .CO . x") = O qu n o j :$ k 
J 

1· 

u 

Para e d x .. f'i xo t, mos • ut, · 1 · :z n o 

E port,anl,o 

a .ex:> 
J 

a .co. x "' ) = ~ ª · _Cx) X . 
J L \.J 

i.:$k 

a ,Cx) = \ a . _Cx) x . 
J L '-J ,. 

j < k 

i:$1c 

1 

l(I 1 

~ ITlf '' V 

t 

t(l 

m 

{ lJ l 
X . . 

J J=1 

ma I.1 

Para v eri f'i carmos que a . _C;x:) LJ 
c 00 (como f'un ~o d x • 

escrevermos 

a . _Cx.) 
\.J 

~ 

= I e 
o 

iJ.a . )( t,x'. x" ) dt, 
L J 

Como o i ntegr ando é Ca:> temos que a C x) é C
00

• 

-Afirmacao I.1: Seja "" ex) - c00 e '+' = e a x . l:) € 
o ,. 

11 

x ••) 

m 

...,., 

1 1f 1/ 

qr1 

t, 

n 



Dem : Seja a ex. ç) = cp ()U a. Cx.l:) 

i/1 ( : ex.()) = L ( (1 

J aY rp(x) 
af'-Y a.Cx, () 

X y )( X 

y~(1 

O que i mpl i e.a que 

aª ~ e ~ex.<) e X 

PorLan Lo 

1aª c/1 ( ~ a.C x. {) e X 

~ a. ( x . e•) E 
c•m 
J 

) = 

) 1 

L ( (1 ) aY rp(. x) iJCA. (1- y a 
y X ( X 

ys(1 

e f1 e 1 1 < 1 
)m- 1 CA. 1 s + 

ª· 

aCx. ç) 

Ir/ C( .,(1 

Af irmac;o I .2: Seja X~ ~n. aberto e seja u da forma , 

uC x) = _J e i < x • ' e' > aC x , e' ) d(• 

EnLão E °1--i 
<- m-k/2> 

EsLa afirmação nos d i z que u E 
°17loc 

< - m - k / 2> 

Dem: Seja v = <P u 

pois s endo 

bC X/,(,) = <j>Cx) aCx,t') , p e la aí.'irma c ;o I.1 ~ , E sm b C x , < ) 
3 K CC ~n lal que b Cx,e·) = O s e x ~ K 

À 

ULilizando o lema 1$. 2.1 ( Ver referencia [ ~] ) lemos 

onde b t Sm e 

b(x ... e " ) = e - i. < º x • º e · > bC x. e · ) 1 • 
X =O 

r i nalmen~e. como veremos no capítulo II • proposicao II . a . 1 

A 

v e L;o,c.. 

1 2 



2:~ ) li V 11 ~ - m- k / 2} = 

Seja .é. = - m-k/2 

s up 
j 

fl n vC x) 
J 

li nivex:i 11: = J e 1 

li < a, 
<- rn - k/2> 

1 + 1 n 12 J.(,. 1 vCn) 1
2 dn :5 

( =f) J ( A ( 2) 

X . 
J 

oi 

(:1) 

dn :::: 

(3) 
( 2 > 

5 e 
N 
I (1 + 11112r" (1 + 1 l)" p-ZN (1 + 1 l). p2m dl). dl)" :$ 

X . 
J 

R . <lnl<R . 
J - 1 J 

Onde 

A / A 

e 1 ) : Cn .u) ( n) = x e ,p u e n) 
J X . 

J 

A 

(2) Sendo b a Lransformada de Fourier de b com resp~iLo a x 

e 

A 

l b e n ... n,) 1 :$ e (1 + 1 n" p-N (1 + 1 n. l)m 
N 

( Ver demonsLraç~o de C1) e C2) na· prova da Proposicio II.a.1, 

cap.II) 

C 3) ; ' Decorre da desigual d ade de Peetr e 

Seja l E IR • e e e. e IRn 

C1 + 1 e 12)t 5 2 1 t I c1 + 1 e - e . 1 2) 1 li (1 + 1 e. 1 2)1 

Fazendo 9 = Cr,' • r,") • 9' = C n' , Oª') e l = - m-k: /2 

Temos 
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i i n ~ mosl r r q ue 

J ( 1 /11"12)~N+/m+k/ 2 / (1 + ln' 12)- k/ 2 dn'dn" é 

. < l n 1 <R. 
J - :1 .J 

li mi d n . C'" uint r gi e5e 

CD = { n ~~ · / ~ < 1 n' 1 < RJ. } 
J- i 

pa a j > j
0 

C j
0 

grande ), poi s p a ra j ~ j temos 
o 

J 9 cn' . n") dn' dn" < J :r cn'. n") dn' dn" ::s 

R . < lnl< R . lnl~ R . 
J- 1 J J o 

s C ~ BnC R ) : = : C onde 
j j 
o o 

Em CI) lemos: 

Para j >>1 ternos ln' 1>> 1 e portanlo 
o 

Logo 

I J Jc1 + ln' 12
J- k/2dn' 

2 - 1/ 2R . · <ln·l<R . 
J-1 J 

- 1 / 2 
2 R . < 1n· l<R . 

J - 1 J 

< C~k I dn 
J 

2-1/2R . <17}'1<R. 
J - 1 J 

c - k J dn' 
j 

- .t/2 
2 R . < 1 n• 1 <R . 

J - t . J 

• para j ) j onde e = 
o J 

[~ 

14 

R 
j-1 

2 
- 1 /2 



.x/(i ,.__ 

1ft 

I 

I I" 

7 
,., 

..,, //,,V L 
lo" 

r l i/ ( -

J ~'ff 
> 
• 

J 

. ' 

. ~. 

'f, 

- 1/ 

J,; 

J 

/ 

~., 
) 

:. 

f 

/1 (. 

r, 

/ 

'f)'. / 

J 

1 
/ ' . 

' ' 

, ,.. 
I 

/ ~ ; r , ,; ,, 
,,. 

~,, 

/;e 
df / I 

I //' y ~; :: ,,,,.. 

l ( A I 1 , 
~ 1 ((. ,'/"7- ,,.. r' 2 

/ r,' I" .. _ /~ 
I 

I 1 • 1 
f ,,, V. / .. 

-1 
, I / 

J/ 

r/ µ 

' Í 
/ , 

J • 
- ./2 



Porl nto. 

CII) 

- Z N +2 j m.i-k / 2 1 +n 
R 

j 

Escol h endo N > /rn + K/2 / + n /2 ~ emos p ara j > j
0 

( onde J
0 

>> 1) que 

f :,rC 1) ' , 1) ") d 1) ' d 1) " 

CI I) 

< e 
n,k 

m-1 ( k) ' m k 
Ô ,: aCx .ç ) E s X X [R .e portanto ( ·ªe a ex.( ) E s (X X IR) 
~ l J l 

Dem: Par a demonstr a r a p r imeira a1i rmação . d a d os a. ~ 
"' a = a+ C O , . .. , 1 , ... ,O) com 1 na L- 6 s ima c o ordenada 

"' ~ 
'ªC( EP. 

a ex , e) 1 = 1aC( ~ ªe a. Cx,{) I :$ caf3 (i + I ( pm- 1 Ot 1 - e X < X 
L 

a.. E sm 
"v 

lal = l e< I + 1 t e mos 

Na segunda a1irma ção, dados a = C O( • · ·· •ª) e~ qualquer , seja 
1 k 

"' ex = e Ol • . . . ,e< . ,0.ot • ... 
i J- 1 j +i 

I 

Te mos 

J1 "' I· aª e e . ªe a ex. ç ) ) 1 = aª j < _(a~ b) ( X 
_J l ( . X = 

J 

'v ex - 1 
= aº· [(e_ ô j c/1 b) + n C a .) ô j (;/3 b)] 1 :S < J (. X J X 

J f.. 
J 

aª ô/1 b 
'v O( .- 1 

~ .1 e j 1 1 + 1 nCa) 1aª ô J (aÍ1 b ) e X j l e e X 

J 
1e.1 :5 I{ 1 < ( 1 + lt 1 ) e b e srn- t 

temos J que 

1 

1 



b) / 5 C ( 1 + 1 l: 1 ) m- I o. l 
e,.,(] 

+ 

onde 
~ ~ e,. == a - C O• . . . • O. 1 , O• . . . • 0) 

com 1 na j-ésima coordenada. 

Portanto 
l a~ af1 (ç . b) l ~ e e 1 + 1 e 1 )m- I ª I 

~ X J a,{1 

Donde se conclui que e. b E sm . 
J 

Af'irmac~o I.4: x~ é composição de operadores di~eren­, 
ciais de 1~ ordem tangentes ao plano x• =O. para V a. (i tais que 

, 
Dem : Temos 

a = X 
a" 

X onde a 

e f3 = e {3• • /}"') 

- A" f\ (i 
Agora. o· = C ak;;1. ... ônn não t.,em derivadas nas variáveis xj (j 5k) • 

portanto é tangente ao plano 

Temos que 

X • = o . 

CI. B) 
a' _n• (i /5 

X D' - = C (x a 1. Õ 1.). . . (x ôlk Ô k) 
1. 1. k k 

Como la• 1~ lf3' 1 podemos reordenar os índices de ~orma que ~enhamos 

a . < /3 . 
J J 

se j < j 
o 

/ 
ôl . ~ /1 . 

J J 
para algum j

0 
(1 ~ j

0 
~ k) 

Seja 6 . = a . - ~ . 
J J J 

Podemos escrever 

( 6 
j ( (i . a' (1. ) 

O( a~- i 
X. X . J . J 

X. j = J J J . J 
J J ( C( C( -6 X . Ô · ) a . . J . J . J 

J J J 

se j > j 
o 

se j < j 
o 

17 



Então lemos que CJ. 8) rica 

, - (? ' 
xª D' - = 

6 
X jo ( 

j 
o 

rr 
X Jo 

J o 

ex Ô C\) . = (x i 
J. J. 

a 
j 

. (x 

) - 6 
1 a 1 

:1 

/3 . 
Jo ) . . 

o 

O( . 

J - :l 
o 

j - 1 
o 

.. (x 
J - J. 

o 

- 6 
j - 1 

o 

j - :l 
ô 

j -
o 

e\ (1k f \ 
(xk = . x k k 

O( . - 6 ·· Ó . 
~ 1 - :1 :1 J J ) ô ô o 

j j - .1 - 1 
o o 

X 

j 

,5 
j 
o 

6 /3 . /3 . 
. . . x k k (x J o ô J o 

j j 

) ... (x/ \ Ôk/3k ) 

o 

k 

l 6 j ~ O lemos 

j =i 

k 

\ ó /~ 
L J' 

j = j j= i 
o 

ó 
X 

J 
o .X 

j 
o 

6 
k 

k 

o o 

- 6 - 6 
:1 

ô 
j - 1 

pode agrupado com ô o ser 
1 

j - 1 
o 

k 
( ) i j bCx) nx m<n> 

onde 
termos bC.x) X . a com ;,t!- e = i. .J 

mCn) E {O, 1 , 2, 3, . . . l 

Agora 
/ 

se mos t, r ar mos 

a ' _ A' lema I . 3 que x a-

Como (x. a.)l .. \.. 

( ~ f'ácil mostrar ) 

= 

, 

n = j 
n 

o 

l 
l ôl = l nCj) Cx . a. )_j que X 

i i 
\. \. 

decorr e 

j = 1 

é tangent.e ao plano X 
t 

== o 

l - :1 

l ôl l n(j) Jà j X + X V l [N i i i i E 

j=t 

lemos que 

9 

d o 

J 
I 

J 



= 

. . 

~ 

= 

= -

~ 

=:. ~ 

E 5 

t [N 
\. 

-ir L ,4 

~ 

o (4 ) é eq · i val ent.e: 

E e para V L • . - • t L ,operador s 1 

a genes ao plano x• = O l..emo 

u e 

E 

e 

s PP 

e s 

i. 
1 2 

e para V L ~ 
1 

. . . , L operadores 
N 

plano x' = O t.emos 

e L u E °1-1 
N 4 

do ipo V'. L o oL. u i. . \. i. \. 1 2 j i j 

. .< i. :S N o < j :S j 

• V E C00 

o 



1 . .a , · a- ·z 

J r . • 1 j <P -~ C lR"') ' u l " O numa vi z. 
d x ", ç l'I'\ - n --m, a 

ora dei um 

(v r 

rn j LI f' ni 
~ ) p • 1 

J. r 1 oscilalória 

,, 

( =I L< x • , < • > aC x " • < •) d.~ , 

En LI L2 

Se a. 

m'= Rem en'Lão 
a. 

o é o s imbolo principal 

CII . a . 2) li m 
R➔OO 

=II laoCx",1;') j2 ,Jx.1;' ,O) dx" dl;' 

A segunda par'Le da prop.II.a.1 

= 

vem enfatizar a 
afirmação de que a desigualdade é sharp no sent.ido de que nao 
se consegue um decrescimento mais lento em lermos de R. 

/ 
Dem : SG j a x==C x • , x") e ç =C ç ' , ç ") 

ou seja ,, 
Seja a. a 'Lransf'ormada de Fourier de a. com respeit.o a x .. , 

::.e (", ( ') = J e -i( x ·,( ") . a<X", ( ') dx" 

Observe que t.em sen'Lido falar na 'Lrans f'orma.da d Fou i r 

de a. com respeito a x .. porque , para~• fixo. temos a:.C .. ' ) 

pois 

S U p I X" ot rf?,. a( X" , e ' ) 1 = 
x" x 

s up I x .. ª D~ e .. ~ , , ,a. ,X , 
X 11 E K X 

S c,,c 1 + 1 {' j) m sup I x " 1 1 oc 1 
f-1 X" K n um qu 

X .. K. 



Ver i f' i car e mas que u E Y'' : 
,,...2 .. 

uc x) = a:.. ex , • ) e - x') 

SGja ··-,p E ~; Lemos 

1 < uc x) • ~ x) > 1 = 1 < :_ 2 e x" • • J e - x' J • ~ xJ > 1 = 

= j ( a( X•• • l; , ) • ;; 2 ( - { • • X••) ) 1 = 

Escolhendo N adequado temos que 

I I Ia( x". 1,") r d1; • dx" < 00 

(1+1<' 12)N 
K 

Agora, I 

,,...2 
'P e< . , x"') dx"' 
( 1 + 1 { • 12) -N 

"'2 ]i./2 <. > 
- "'x, l'' f') 1 e I;' , x"") d/;' dx" = 

[ ( (2n)-
2

k I 1 (1 -
2 ]i/2 

= fl • )N 
"' Cx',x") dx'dx"' ~ 

X 

/ 

5 e li (1 + 1 X 1 2in+1>/2 (1 - fl X ' )N 'P li 00 

Como u e~• tem sen~ido 1alar na ~rans1ormada de Four ier deu, que 

é def'inida por 

k v2 
u(x) = C2n) a. Cx". x') 

,,... ,,... 
< u • ,p) = < u • ,p> = k v2,,... 

C2n) <a. , 'P> = 
" z Cp) = 

)e ,,...1 k A _, 

= C2n) <a:..,,p > = C2rr) < ... a:. , <p) ~ u ç) = 
k A Í 

2rr) a C · " , ç , ) 

21 



Como, no nosso caso, ~ 

r~sp~i t, 0 à x" , temos 

a ~ransformada de Fourier de a.. com 

,Â k A 

uC <) = e 2rr) a:. e< ". < ') 
Lz 

Com ist.o t.emos que u E lo.e 

Agora, 

d . á l C ' "") onde T]' = ~ ' /R Por uma mudança s vari ve, n = T] ,D ~ 

e ry""=< ", 'Lemos 

J J :e I;", I;') J 
2 ~ I; /R) d{= J j det. [ ~,] j 1 ;,e 1l". R1)') 1

2 ~ 1/' • 1/ "/R) d1)= 
J 

Logo 

Agora, 

, 
/ 

/ 

a,( < . 1 , < , ) = I e-i<x",/; "> a Cx", /; ')dx" 

K 

Integrando por partes 'Lemos: 

a_( ç li,<,) 

I 

Como a:, E sm lemos 

= Jc,) lf11-• e-•<x",l;">c1;")-r, ;/!,_ 
K 

A 

1 a:. e < .. , < ',) 1 ~ e (1 1 e < li) - f] 1 e 1 + 1 < , 1 ) m = > 

~ e •O I e /; .. ) (11 1 :e < ... /;' ) 1 s e l 1 + 1 /; ' p m 

aC x", ç ') dx" 

Fazendo n = n C O O N ,.,, '"'i. = • · · · • , , O, • .. , 0) C N na i -ésima coordenada), 
lemos 

22 



Para l{" I > > i, 
}:1ei.lN ~ c 1 +lt; "l )N, -v N 

k < i.,:$n 

Ent-ãc;;, 
' VN, \~·•\ > > 1 

Agora 1 azendo ~ = CO, ... O) e m C*) t,emos 

· E para 

onde 

1 :e l; li , l; , ) 1 5 CC 1 + 1 ( , p m 

j{"I ~ L, 

1 :e e· , z: ' ) 1 5 

e 
N 

~ N = CC1 +L) 

Temos, portanto, V N 

1 :( e li , ( , ) 1 5 C N ( 1 + 1 e " p -N ( 1 + 1 e , 1 ) m 

Podemos escrever q> = <p
1 

+q>
2 

onde <p j E C O C [Rn) , \ e ' 1 > C 

no supp <p._ e / 11;'" 1 > C no supp <p
2 

par-a algum C > O : já que 

O 'i! supp <f> . 

s upp "'- s; B ' x 8 11 e s upp A-. s; 8 ' x 8" 
~ R R ~2 R R 

Q 1 2 3 

supp <p._c · , · · /R) s; { e !> 1 I;" 1 S R O , 1 I;' " 1 S R R ._} =: O._ 

supp <f>/ · , · · /R) s; { J I;" J < R
2

, CR S J 1;'" 1 S R R3 } =: 0 2 

substituindo t por ltl temos: 

I 

S C2rr)
2

KRkCN ( J MRCl;')dl;' + J NRCl;')dl;') 

' o o 
i 2 

onde a primeira igualdade decorre de CII.a.3) e 

MRCç) = (1 + l<"l)-2Nc1 + RI<' 1)2mC<p/< 'ç"/R) 1 e 

NRCç) = C1 + I<" l)-ZNC1 + Rjç' l)zml<pzCç' . ç"/R) 1 

23 



Agora, 

L . = m ', ' / P,. 
" / m 

J NN 
_ L

2
J 1 j l;" j ) - 2N(l + R j { , j ) 2 m d{ = 

d~ 
o 

2 
2 

+ R j e , j ) 2 m d{ , J10 + 1 e .. 1) - 2
:N ~ .. 

:: L 2J 1 

cRs /Z; "j s RR 
1 

. 1- R 3 
z 

I (1 + RIC 1)2m d/;' = 

1~' IS R 
2 

sem 2:- O 

ocorre que 

R CR + ~ ~ 
2 mJ - :i j ~ , 1 ) 2m d~ , 

lt' IS Rz 

.. · Jc1 +Rl('j) 2
mdl;' 5,.,,d_( ICI 

s R ) R ~ 2m R2m , s 
2 

1 {, 1 s R2 

s~Clt'I ) R
-2m s R 

2 

I e 1 + R I ç' 1 ) 2m dÇ , 5 e 3 R2 1 m 1 • 

I<' IS R2 

R > 1 , 'v'm ElR 

UFPE1CCE 
,-f f-.;J 

Biblioteca 

J I e 1 + 11; .. p -2 N dl; .. :-:; ( 1 + cR i -N J I e 1 + 1 I;" 1-N d1; .. 

CRS I e'' j s RR 
3 

[R n - k 

Como a in~egral do lado direi~o da úl~irna desigualdade converge 

para N > n - k , ~ernos 

J I C1 + 1 /;'' 1 ) - 2N dl; " 

CRs 1 < " 1 s RR 
3 

2 4 



N > 41ml , íicamos com Es colhendo 

C II. a. 4J I NRCl;)dl; 
:$ D Rz l m 1- N 

2 
' ·-

o 
z 

Agora, 

:$ D . Rzm 
2 

J MRCl;)dl; 5 L Jo + 1 e•• 1) - ZN( 1 + R I e , 1) zmde = 
i 

o () 

1 :i 

L Jo + R 1 <, 1) Zm d<' Jo + 1 l;°' j) - 2N 

= t 

e si<' 1s R o 

Temos 

I (1 + 1 
< 11 1) -2N dJ:. .. :$ J (1 + 1<111 ) -2N cte li 

1< 11

1 s RR 
[Rn-k 

N > Cn -

E como 

Temos 

Port..ant..o 
I 

1 
/ 

I 

k)/2 

C $ R -:1 + 1 ç ' 1 :S 1 + 1 ç ' 1 

R2m J (1 + R li:' 1)2m d/;' 

e $Jç' l:S R 
o 

CII. a. 5) J MRCl;)dl; :S D, R
2

m 

o 
1 

De CII.a.4) e CII.a.5) t..emos que 

< C R2m 
:i 

d<" 

< oo para 

R > 1 e port..a n t..o CII.a.1) 

Para a demost..ração de CII.a.2) t..emos: 

2 , J ,,.._ 
R- m I a.C < ", R{ , ) 12 <f\ C < , , < " /R) dl:, = 

o 
i. 

25 



= J / :e C' • RI;" ) / R m 1 2 cJ:,/ I;' • • I;' " /R) dl;' 

() 
:t 

R _. 00 

Dai , como 
- m C .. R i: ' ) R a.X •'-, 

li li 

a- Cx " ,2; ' ) 
o 

pois 

.. 

L 
z 

li R- m a-C x .. , R ç , ) - a:. Cx", ç ' ) 
o li~ = 

2 

Agora, 

. R ➔ 00 

li li 
L 

2 

.. 

2 
a. ex" , R< ' ) 1 dx" ~ 

o 

onde m' 
1 

"' 

= m' - 1 

➔ a. Cç",ç') ~ 
o 

R ➔ 00 

li li 
L 

z 

, pois a. - a. 
o 

como </> (ç ' , ç /R) 
i , 

;r 
_R_➔_OO_➔ 4> ce, , o) pon-Lual men-Le 

i 

14> (ç ' , < /R) 1 s M 
1 

R ➔ 00 
----➔ 

li li 
L 

2 

podemos concluir do 'leorema da ConvGrg~ncia Dominada quG 

/ 
li m I. 1 :e I;", RI;•) / Rm 1

2 <f>/ I;' , 1; " / R) dl; 
R ➔OO 

= 

E lemos , pela Fórmula de Parseval, que 

= 

= C 2 n) n - k J J 1 2 
a. 0 e x · · , < ' ) 1 cp 

1 
e < ' , o) dx · · dl; ' 

26 



Por-t-anto. 
R. ➔ 00 
--➔ 

E utilizàndo as considerações anteriores temos 

li m R-Jc-zm'c2n)-n-Jc 

R ➔OO 

e~. 

Lema II.a.1 : Seja u E ~'C~n) e assuma que x°r:Pu E 

e °1-1 k para 'lodo a e(? com ja' / ~ /f?' j.En'lão ué da f'orma c-m- /2> 

CII. a. 6) 

pois 

. u(x.;' = I e L <X •• e > ~(x ... e ) d{' 

A 

Dern : Por hi p6'lese. u e 

Queremos mos'lrar, primeiramen'le 

J 1e 13 oª ;:;cp 

R./2 < 1 { I < 2R 

enl.ão 

v = l { i ] (IY x"') if-r u = l cr x"'-r r:Pur 
r~~ r~~ 

y~a 

1/3' 1 

Como xª-rrPüY E PH 
4,. 

PH 
e ~ é um espaço ve'lorial 'lemos 

27 



Temos 

A ::: j~ e\.(X, rp 
( TI . v) ( Y)) 

J 

J
. 

= 
-i.<x.r,>,-"'- 1

( V ) C x) dx e c,I' • 
J 

A 

= y e -,,) • onde V .C ç) 
j J 

= X Cç)vCl;) 
X. 

J 

onde 

'· 

Ent,ão 
'! .. ,.., 

C rr _v) C-ry) = V .C '(J) 
J J 

= 

R/2( IZ: l<2R X .. 
J + l. 

3 / 
. I 

para algum j 

:· 

t . 

X 
j 

; 

Pois dado R > 1 3 j .. 2j < R < 2j+1 

Pois { 2i-• < I< 1 < 2j+2} e X. l:J X . l:J 
J+i J + z 

: Segue de CII.a.7) 

-m -k/2 . Como. por hipót.ese,sup li 
~ 1 /1' j ·Lemos que 

/ IJrrt (= J c1 + J n I zy" J e rrt).AC n) 1 zdn < 
X. 

J 

que implica . 

em X. 
J 

28 
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·- ·~-------- -

j+3 

n: .V 
J 

l:JaX 
j+2 

li < L n \:/ a. (3 lal 
~ a,,., 

L 2 u 
r.) V ot.~ ª• /-> 

se· 4 < O. 

·------- -- -
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O caso 4 > O decorre anal agament...e. 

De CII:a.8) e CII.a.9) t.emos: 

' .... 

Port.ant.o 

I I e nJ_vJ .,.._ e nJ j 2 dTJ < L 2 e 1 +22
<j-.1>) --<>­

ª. (3 
X. 

J 

3 

J 1 ~/;') 12dl; '\ ti I I Cnj+iv)A({) 12de :.:; 
R/2<f<l<2R 

e •• > 

/ 
C R- 2 -6. 

ot. (3 
= C R2m+Jc . 

ot. (3 

C • ) : Poi s R > 2j 

R .> > 1 

Agar-a 

E decorre a desigualdade CII.a.6) com R ~ 1 e la' ·l~l/3• 1 

Faça f t3• 1 = O e j (3 11 1 > N + m + k/2 

(5 = f:. (1' • (3") onde (3' = C {3 •...• {3 ) e 
1. l 

(3 .. = 

Queremos mostrar que 

CII.a.10) J ID°'~Cr,) l2dr, :-:; 

1 t-n 1 <1 

C I e ,-zN Se 
-ª• N 

2Q 

((3 •···· .(3) 
l+t n 

1 e .. 1 > • V N 



Para e I e 1 ~ O) 
.. . '•'· 

I< I > 3/2 

( .. ) 

C, ., 1 Ç 12m+k 
O(,,N 

/ 

Decorre de CII.a.6) 

Poi s R 5 2 j l; j 

l,emos 

e 
O(_ 

--> 

~ C O( ( 3,/2) 2N I Ç 1 -ZN = 

e•• Rzm+k :$ 
O(, H 

[ N + m + k/2 ] + 1 e r"= r'= C O, ... , j, ... , O) , 

coordenada 

j na 

nj e como 1~' 1 = o · ~emos de CII.a.11) 
\. 

n 

i.=l+ 1 

(3) -~ 

(1 .> 
~ 

2: e e 1 < 1 -2_ ) zj 

Por homogenc;;,i dada da ~ ·•. 

S C . 1<12m+k 
Ol,N 

(2 ) 

~ = 
{ 3} 

cc21 e· 1-2) 2
j ~ 

1 ,,-1; 1 < 1 -- 1 ,, .. _1;" 1 < 1 -- 1 1 ,, .. 1- J 1; .. J 1 < 1 - 1,, .. 1 > 11;" 1 -1. 

1 ç 1 :$ 1 ç' 1 + 1 ç 11 

1 ~ 21< 11
1 88 1 Ç" 1 ~ · 1 ç' 1 
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Temos enLão 

e e _/~ 1 
2)2j 

1 <-n 1 <1 

Como e f < I - 2) 2 j ~ 1 < 1 
2

j par a 1 < 1 > > 1 , -l,emos 

I or" 2 

l o uCn) 1 dn :Se 
Ol, N 

se 

I {--n l <1 

e para V N, pois j > N + m + k/2. 

Utilizando o lema I.1 ,e a desigualdade CII.a.10) temos 

e I e I -2N ===> 
O<, N 

''t se I <" I ~ 1 <' 1 • 

Para proceder com o caso oposto introduziremos 

Seja E o anel elipsoidal de~inido por 
R 

.;r 

I lt;~Dª URCT;) 12 
df; = 

E 
R 

RzC Ia, 1 -m) J I t;~C oª ;:;) e RC • t; ") 12 d/'; = 

E 
R 

( •• > 
dt) ~ R2cm-k/2> 

/ = e 
a{1 

quando R ~ 1 

C. ) : Fazendo < ' . = r,' /R · , <" = 17 11 e Ia' _ 1 [5' 1 
C •• ):Ulilizando a desigualdade CII.a.6) 

Portanto, 

e II. a. 12) I I ç f5oª URC ~) 12 d~ <_ cr.,~ ,. 
.., .., '-"f" lcx' 1 = lf?' I . 

E 
R 
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: Agora, demons~raremos a seguin~a desigualdade: 
~·· ' . ' 

}_ e 1 I • a. 1 3). 1 D O( u R e ~) 1 ~ e :X' N e 1 + 1 ç .. 1 ) -N • 1 f, > 1 = 1 e I r: . ' 1 < R 

"' Afirm.-'lcao JJ.a.1 s Dados lt;' I = 1 . €1 l("I < R , 

e t,al que se ln - el < e o 
enl-ão 

o 

Dem: Trivial , basta tomar e = 1/2. 

Usando o lema I.1 para a bola de raio e :$ 1/2, 4-. )n/2, 

tomando r" = CO, ... ,N, ... ,O), N na j-ésima coordenada 

· l{"r .. 1210ª u Cç) 12 :S 

se J 1e .. r"1 2 (}: 1rPo°'uél'J) 12 +Jo"'uél'J) 1
2 

)ctl'J :s 

1 n-e 1 < e I /1 I = ~ 
o 

se Ji · ( 
11?-t 1 <e 

o 

}: kCN) ( il'J" 12 Ir" i 
1/11 =~ 

J D °'u R C )')) J 
2 

) ] dr) = 

+ e~ ) ( 2 1 c/5+0lu n e nj 1 
2 

! + 

lf1l=-ii 

= e J ( .. }: .. e ::'l'J"
26

"] [ }: 1 rP+ªua e l'J) 1
2 
+ J o°'uR e 17) J 

2

] dn 
177-l; 1 < e 16 15 1 y 1 1(51 = -ó. . 

o 

l<" l2 Ir" I < 

:S k C N) C I n" 12 1 y" 1 + e 2 ) 
o 

( N> .J::.11 

2): kC N) C 
2 

+ ~ ) = C .,2u 
. ô" r, 

o 

16"1:Slr"I 

1gora, estimaremos : 

II.a.14) f,1"26"1),26' l'),-26' JDf1+°'tJRCr)::, Jzdr) 

1 n-e 1 < e 
o 

,, 
1 • 
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J 
Á." v5' , -26" 1 OI C ) 1 z d 

C_II, .;a.15) 77"
20 

77' 1/ D UR 1/ 1/ 
, -lomando 16' 1 = 1 CA." 1 

j -ry-( j Ç G o 

para um 6=
0 

:f . 1·=nlemen-le pequeno -lemos su .1 e ..,. 

< 1 e - ,., 1 < ~ .. < 1 ./2 -lk 1~~- r,~I 
-+ 1 r, '. 1 > 1 /2-/k 

J 

e O •..• 1 e a+n) ' 1 , o .... , OJ com I C a.+~) ' 1 nq j -ésima 
f'azendo 6' == • · ,., 

;: ·coordenad~ , t.emos em (II• a.14) 
f 

• 1--

J 11 z 6' r/ -26' . 1 rf+c<u / Y)) 1 z dY) 

1 ">7-ç 1 < E: 
o 

= 

= I 1/-2( la'+r' j) l116IDr+aURC77) jzd77 

lr,-ç 1/< e 
/ o 

-2c la'+~' IJ 

(v2Yk) J 
ln-e 1 < ~ 

< 1./2-lk 
(. ) ( 

< 

Pela afirmação CII.a.1) onde E é o anel elipsoidal 
R 

I 
1 ./ 4 < 1 TJ ' 1 

2 
+ 1 TJ" 1 

2 
/R

2 < 4 

Pela .desigualdade CII.a.12) 
~6- ·, 

~Analogamente, fazendo .. 6' = C O, ... , 1 a' 1 , ... , O) com Ia' 1 na 

';:coordanada , t.amos em C II. a. 15) : 

J .. 26" ,26" .,-26' 1 O( 2 
r, r, Y/ D U C i,) 1 dr, 

R = I 
lr,-t I< e ln-e l<c 

33 

_j-ésima 

- - ~· - - - - . .. ,·-'" - - - ~---~ -.. ..... __ _ ··- •'- ~-! 



Portanto, 

~ ~ 
-v" 2 O( 12 ~ 1,::-•_·N121n'\J e~) 12:::; ê: ==} 

1 
~ .. , 1 1 D u e {J :::; e . ~ .., .., Ol N 
<., R Ol,N J R , 

n 

I 
j=k+i 

E como 1 { " 1 ~ 1 + 1 { •• 1 par a I e .. 1 > > 1 -Lemos que 

( 1 + 1 e li 1) N 1 0 Ol U R (e) 1 $ C ~, N par a I e li 1 ) ) 1. 

(.):Decorre da homogeneidade de{, ou seja, 

Isto demonstra CII.a.13) . 

Agora, 

1 <, 1 = 1 , 1 < .. . , < R 

A últ.ima implicação ocorre devido ·à desigualdade CII.a.13). 

Seja r, = Cr,' ,r, .. ) onde r,' = Rç' e r,ª' = çª' 

Ent.ão 

10ª "' Rm- la' .1 uC T'/, • 1? ") 1 5 C' 
Ot,N 

/ 

e 1 + 

E 1 <' 1 1 t.emos 1 r,' 1 como = que = R por'l,an'l,o ' 

1 oª ~e e ' , e .. ) 1 $ C" 1 ç ,. 1 m- 1 OI., 1 e 1 + 
Ot,N 

Ul.ilizando que 

1 n" 1 
)-N 

podemos 

lç" I -N 
) , 

1 ç ' 1 m- I ª' I ~ C 1 + .1 ç ' P m- I ª, 1 par a I ç ' 1 > > 1 

t.emos 

Ol A 

escrever 

le 11 I< lç' 1 

C II. a.16) 1 D uC ,::- • , ,::- "') 1 < C' m I oc.' 1 
., ... - oi., N e 1 + 1 <. 1 ) - e 1 + 1 < .. 1 ) -N 

onde I ç 11 1 < 1 ç ' 1 

• · 
;1,.. 
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IY IJ.a.2 s ~ A;f i rma cao 
, -,~ 

"' ,,.., 1 < e e 1 + 1 r- 1 ) / D(.,, uC l;) - <-"ll, N ., 
lt:" I< Ir. ' 1 enLão 

C1 + 11;' l)m-lot' lc1 + lç"l)-N , \ç"\< 1~· 1 

t 
Ogm s $g / Ol' 1 s m : 

e 1 + l l: ' 1 
) m- 1 O(' 1 

~ 1 
I) 

)-N 
1 + IZ: 1 

)-N ~ e 1 + 1 ~" I II) e 

··, Então 
A 

IDot uCç)j 1
,:- 1 )-N C' C 1 + .., 

Ol, N 

:SC' C1 + 
Ol, N 

--Se 1 ex' 1 > m 

III) e 1 + 1 F. 1 ) m-1 O(' 15 e 1 + 1 e· 1 ) m- 1 Ol • 1 

I -N IV) e /1 + 1 < 1 ) :S e 1 + 1 t;" I ) 
-N 

~ 

1 a' 1 "lemos Fazendo N = N + - m 
"" 1 O(' 1 m) )-N -CN + -e 1 + le 1 = e ·1 + le 1 ) 

"" 
e 1 + 1 < , 1 ) lll- 1 Ol. 1 e 1 + 1 < ■ 1 1 ) - N 

l 

Logo 

< 

:S e 
/ CX, N 

I 

Dessa af'i rmação decorre que a estimativa C II. a. 16) é válida par.a 

lodo ç . 
::-aça, agar a. 
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~--,, 

' 
Dém: 

'• 

s e J j o;, uc p 1 1 ([;")
13 

1 
( . ) 

d< .. :$ 

I e 1 + 1 I; • j) m- 1 a• 1 C1 + 1 I;" j) -N jl;''-1 1/31 
( . ) 
:S e a,N 

pi; .. 

5 e e 1 + 1 < ,. 1 ) m- 1 a I f, e 1 + 1 ç .. j,) -N 1 < .. 1 1 ,9 1 d{ .. 
a,N 

C•) :Decorre da desigualdade CII.a.16),. onde ~oi veri~icada _a sua 

validade para todo {. 

Fazendo N ~ - l~l + N temos 

I [~]1!31 
1+7<"f 

1 

"" escolhendo N adequadament.e. 

Comentário: Tomando 

I 

~ C x", 1; ') = C 2n) -n J ;:;e I;) e'< x" • 1; "> d1;" t.emos 

Uc x) 
' 

__ J ei (X" , Ç , ) _ 
a ex".<,) pois 

J i.<x' .,:,> 
e ·. _, ~ ã e x" • e , ) dç , = 

J e"< x' , ç, > -n J ,,,,._ i< x" ,:: "> 
. C 2rr) uC ç) e H, d< .. d1; , 

= C2n)-n J e"<x.ç>"' -1"' 
u(ç)d{ = e~ u) (x) = u(x) 

36 
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~-
l .,, 

Teoren~ IJ.a.1 C1~ versão): 

seja· ·· u e <:[J~ e XJ. Ent,ão 

Se j a X s; (R r, • aberl,o e 

f i.<x'.{') 
uC xJ = e a( X. e. J dl:.. • a E sm e X X [Rk) 

l oc 

loc 
1 

• L o ... oL U E 
~ N 

°1-l 
<-m- k/2> 

V L , . 
~ 

,L operadores direrenciais de 1~ 
N 

: ordem t.angentes ao plano x,= O. 

A implicação C ➔ ) é válida com a e 

Teorema II.a.1 C2~ versão): 

:u e -g, C XJ . Ent.ão 

Seja X S ~n. aberto e seja 

u(x) = I i.(x' ~') k e ' ~ a( X' e J ) d{ p • a E smc X X lR ) .... ! 

oL 
N 

U E V L , . 
.1 

,L operadores direrencials de 1~ 
N 

<-m- k/Z> 

r.~rdem t.angente:~,. ao plano x' = O. 
i 

~-
Dem Teorema II.a.1 C1~ versão): 

~ 
f. 
~;­

i • 
~ sm. ,·a, E 
~, 

~para N = 1 

➔J Multiplicando u por 

L . -. L 
:1 

L 
n a · ( = 2 b_Cx) ax 

j =1 J J 

uma ~ e C00 podemos 
o 

ô 
= =: aJ ax . 

J 

supor 

lema 
/ 

I.3 lemos que L pode ser escrito na seguinte 

forma: 

L == 2 b Cx) x . a. + \' b_Cx) ô , 
i.j 1.J L J J 

onde 

i. , j ::Sk j)k 

b e b. e C00 

i.j J 

Bast.a, ent.ão. mostrar para 

L = X.ª· 
\. J 

L = a. 
J 

j > k 

que 

Pois CQ I lo,..,c Coo _ 
o espaço n é invariante por multiplicação de I'unções 

i 
:.,. 

.,ó. 

37 



Para j > k: 

aj uCx:> = I e i(x'. e.> ajaCx, e) d{' ' E Sm onde a.a.ex, l; ·) 

Sm. poi s aC X, e , ) E 

~ Decorre da afirmacao I.2 , 
lo.e 

~ -
que õ j u E <-m-k/Z> 

J 

vamos ver i f' i e ar q ue bCx)x a uCx) 
t j 

CQ, d b E C00 
e n on e 

Agora , 

e t,j ~ k 

a,uC.xJ 
J 

<-m-k/Z> 

= J • e + 

Então temos 

~ aCx, { ') = aCx 1 { 
1 )bCx) 

f'2C X, e , ) = e i.< X, , e t > bC x) 
Xl ô a(x, { ') 

j 

Pela afirmac~o I.2 temos que 

/ 

Se t ~j 

J r ,ex, e·) de' 

-J e L<X' ,e'> 

---. -- -------------... ... 

C-m-k/2> 

= I ª e i(x·,.e·> ~ . < { . a( X• { , ) dç , 
. l J 

a e t ( e j ~e x. e' J ) dt;' 
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a ·1~ 

I 
• (, > 

e i.< ~ ' . < =- j 

= -I e 
i.( X t t ( ') J l /X, /;' ) dl; • 

Cone l ui mos: , pelas: af'irmaçéies: I. 2 e I. 3 , 

E 

<-m-k/2> 

que 

:'. .Temos, portanto, que bC.x)x a uC.x) 
l j 

E °1-1 . 
. c-m-k/2> 

l, j ~ k 

- 1 no 

lo.e,. 

então, que L u E ~ CX) · 
<-m-k/2> 

q ue L º . ..- . º L u 
i , ' N 

lo.e,. 
e~ CX) 

,' < -m-k/Z> 

.V <P E coo 
' <P L o. oL o L u 

o i N N+:1 

supp .<P e 1/' E 
coo 

o 

= 

Pelas observações ant.er i ores 

<P L o. 
i 

t.emos -· 

I e t<x' • e> ;;_ex, e) d/;' onde ~ E sm . 

hipótese de indução t.emos que 

/ 
</> L o. • aL e lp L u ) E 

1 N N+i 

· implica que L º· 
1 

oL oL U 
N N+1 

E <~_/oc 
<-m-k/2> 

<-m-k/2> 

onde 

oL 
N 

que 

Agora procederemos ~-
,,~ teor ema II. a. 1 C 1 ~ ver são) : 
t.,, 

com a demonst.ração de 

39 
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( 

Sejam 

Temos 

,,, e c00 CX) com 
Tj O 

1/'. t.iC xJ e ~• C fRn) · 
J 

Por hip6t..ese t..emos que 
'·-

suport..e localmente f' i ni t..o 

L º••• oL UE ~lo.e 
.t. N ou seja 

<-m-Jc/2> 

p L ª··. aL u e °1,loc 
i N 

para V p e C00 

C-m-k/2> 
o 

Decorre das afirmações I.4 e I.5 que 

e = 1 

O( 
X d3 -ip.u e~ 

J 
para V 0< , /3 t..al que 10<' ~ 1/3' 1-

c-m-k/2> 

Segue do lema II.a.1 que 

Agora, 

-ip.uC.x) = 
J 

2 
l/J.UCxJ 

J 

/ .· ~ 

Je i( X' ª 'F ') ~ -·· 
r ~ a.e X .. , { , ) dç , 

J . 
onde 

= I e i.<x' ,{ '> -ip.CxJ ;_cx··,e ')d{, 
J J 

Afirmacao II.a.4: aC X,< ) = V' .a.ex",< ) , 2 ~ ' 
:, J J 

Dem: t.emos q,CxJaCx, { ') 
a -- ,.,,,, 

VJ,C x) cp(:.xJa.C x.._, { ') = 
J J . 

~ , y.,.CxJ</>(.xJa.cx••,< J . A últ.ima igualdade se dá 

soma. 

fi.ni.ta. 

J J 

•ª porque a~ y., t.em suporte localment.e tinit.o. 
j 

Como ~- E sm 
J 

/ 

e Coo 
y,,_C.x)<jx:_.x) e , t.emos 

J o 

"lf'.CxJ~.x)~_cx·•,e') E gm 
J . J 

O que Í' mpl i ca que 

~.x)a(x,.{,) E sm. para V </> E C00 

o 

E port.ant.o temos 

a( X, Ç ' ) E s;o-c . 
Com ist.o demonstramos o teorema II.a.1 Cl~ versão). 
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;_ 

QbserVª;ªº Importante :O méLodo acima não garanLe que 

a( X• ( • ) E Sm • 

Conl-ra-exempl o: Seja X = ~2. y., E coo. V'I 
0 B Co) 

1/2 

:!:: 1, 

y., ?; . O e S(w) e B CO) . 
T 3/4 

00 

Consi der e aC X. e ) 
1 

v,, C x · , x - n ) onde a = cl-e > O• 

Seja uC.x:> =fe 
n=O 

i.X { 
1 1 

.1 2 n 

aCx ,x { ) d{ 
1 2, 1 1 

~ Mirmacao II.a.5: a e s~ ·. ,, 

Dem: Para V </> E C00 
C X_) Lemos 

o 

</>a = l a 4' e X ,x ) V' e X t X - n ) 

n 1 2 1 2 

somo. 

finita. 

I ~ 
/ 

Como a aª 
n X 

(<1> e X ,X ) lf' ( 
1 2 

X • 
1 

:$ a e I 

n Ol, n 

onde e = máx f' Cx , x ) sendo f' Cx , x •t ) = 
a.,n .1 2 

a, n 

I 

a,n 1 2 

<x , x > E s ·u p p f' 
1 2 a, n 

= aª </> ex , x ) l/J ex 
X 1 2 1 

::$ 

aª </> 
X 

}: 
soma. 

fi n i. la. 

e 

a 
n 

x,x ) a e 
1 2 

~ e = e 
a,n a 

S
o 

Logo a e lo,.,e,. 

X 

x - n) Lemos que 
2 

• < ) ::$ 2 la 
1 1 n 

s.oma 

fi.nila 

Ent.ão Lemos. pelo ~eorema II.a.1 C1~ versão). que 

L º. 
:1 

oL u 
N 

E 

{ - .1./2) 

SeJ0 a 1ll ( X • X ) = w ( 0 • X J
0 

) Tj :1 . 2 T z 

41 
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Tome, 

l ➔+00 

I li' ' CxJ ?: 1 V X pois • se X E [ j -L'c: , j+1/2 ]-2 J 

[ 1/2 ] , :==;,.X 
2 

- j 

Cx ,x) = Y'. i 2 J 

agora, 

I 2 Cx) <P = 
n 

e -1/2 

1 ( V 
,,, ex) 

n 

X 

2 
1P ex) 

n 

1 ' o < 

' ix. e 

' 
3 j 

<p n :S 

J <P Cx)u(x)= e 1 1 'P e .xJ 
n n 

= <p ( x) a( X, { ) 
n 1 

logo 1/J co.x -j) = 1 
2 

tal que 'Ili . ex) = 1 J J 

1 <p n E coo 
' o 

·e· , J F 1 · L . r · ( · 1, , .. , 
- _., _,, Á, 

a(x, e ). dl; 
1 1 

:W l~J 
Blblíoteea 

~ sº. t., e mos a ( X, { ) E 
n 1. 

I 2 . 

J ( I ) 
ix < 

'P e~ uCx) = <p2CxJ aC x, < ) e 1 
1. d{ n . n 1. : 1 n n 

= J 
ix e 

u(x) 1 1 
dl; ~-=;> e ' a(x, < ) 

' 1 i 

=> 

Afirmacão II.a.6 , V j E lR , se = ª\ a. (e o. u ~ o) 

--4 +00 

Dem: Tr i vi al . 

/ 
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Teorema da Caract.erizacão das Dist.ribuicões Conormais 

Teorema II.a.2: Seja X~ ~n. abert.o • Y de1inido por 

• ) - O e E - X x [RN ent.ão par a V u e ~• C X. E) com 
X = . ( X 1 • . • . , Xk - - , 

suporte compacto Lemos que ué da f'orma 

J e
i.<X',~ •) 

uC x) = aC x 11 

, ç • ) dç ' 

u e r CX,Y;E). 

Coment.ário: X = U Xi.. Xi' vizinhanças t.ri vializadoras. Como 

i. onde 
i. ~·ex.; [RN) i. 

u E ':/)' e X • EJ , u = { u }i.EA 
UE • u = • l. 

=Cu 
i. i) i ':!)• C X. ) V j 1 ~ j ~ N. . . . . .u ·e u. E t 

1 N J \. 

Dizer que u t.em suport.e compact.o significa dizer que 
i. uj · e 0'CX?· E:/ por definição de rcx, Y;E) bast.a ver que para cada j 

u'-Cx) 
j 

= I 
i.(X',{,) . 

. e: a;cx"',ç') onde 

i 
ª· J 

E Sm+<n-Zk)/4 C ron-k X [Rk L i oo ,loc 
11'. > ~ 0 ... 0 L u. E M CX ) 

V L , . 
1. 

I Ago~a. 

Logo 

1 N J <-m-n./4} i. 

,LN op. def'. de 1~ ordem t.angent.es ao plano x'=O. 

Dem: ::>) Temos pelo t.eorema II 1 . a. 

i. L O ••• oL u 
i N j 

E °1-{loc ex . ) 
<- m' -k/2> 1. 

-m'-k/2 = -m-n/4+k/2-k/2 = -rn-n/4. 

L O ••• oL 
1 N 

i. 
u . 

J 

°1,loc 
e < ex ). 

-m-n/4) i. 

0Temos que 

Lo ... oLu\. E 00,loc 
1 N J. H • ex J u L <-m - k/2> i • v 1 • . 

c2ª versão) . que 

, L op. di f'. de 1 ~ 
N 

ordem t.angent.e ao plano x•=o 

43 
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1 r 
f •.• 
;· 

. O que implica. pelo -teorema II. a. 1 C a.:: versão). que 

.. J. i.(x! l;'> 
u/(x) ' = .. · e , a/ex", t; ')dt;' onde 

II.b) Propriedades: 

Seja IL = U I ~ (onde X é uma var i eda.de de' dimensão n. 
. µEfR 

I: = { x= o l e I µ 
i ~ 

é o espaço dàs di st,.:r i bui ções de X conor mais 

com res.pei to à L de grauµ n/4 + 1/2 ) 

Temos as seguintes propriedades 

Propriedade CII.b.1) 

µ e~~ temos otu ~ I µ 
r -= L. 

II.b.2) 

e, 

uu 
i 2 E ·I 

/ 

Propriedade CII.b.2) 

u +u e I µ 2 

1 2 L 

Propriedade ·CII.b.3) 

µ _ 
J 

< 
µ +µ +1 

J. 2 

L 

-1 µ_ 
J 

Propriedade CII.b.4) 

"" E C/00 
.,_ 

J. "'e mos que 

f'Cx,u •... u ) 
i r 

Propriedade CII.b.6) 

Se 
, 

Ol e um 

µ. 
Se u. E I J 

~ J 

o µ. 
Se uj e I L J 

Se u , . 
i 

44 

com j 

escalar e u E I µ 
L 

, e j = 1. 2 ) e 

e ver de:finicão , 

= 1.2 "lemos que 

e 



~ veremos 

,.., 
Oemonstracao das propriedades: 

' , 

Tr i vi .al Propri~dade CII.b.1J 

Propriedade CII.b.2) Decorre do seguinte fato: 

onde 

"'2 u Cx)=a Cx', ·)C-x ) 
j j :l 

e J = 1,2) 

Propriedade CII.b.3) : Antes de provar~os este item 

algumas definições e demonstraremos algumas proposições. 

Paraµ< -1 , definamos kCµ) E~ por 

; C II. b. 1) -kC µ) - 2 ::5 µ < -kC µ) - 1. 
1, 

(Explicitamente. kCµ) ~ da forma kCµJ = -[µJ-2 = -[µ+2], µ <-1 

;·onde [µ] é o maior inteiro que é menor ou igual a µ, ou seja 

[µ] :$ µ < [uJ+ 1. 
/ 

/ 

Af'irmacão II.b.1: Temos a seguinte relação 

k C x) + k C y) + 1 :$ ~ C x+y) :$ k C x) + k C y) + 2 

Dem: 1) [xl + tyJ < x + y < (x] + [yJ + 2 

2) [x + yJ :$ x + y < [x + yJ + 1 

;De 1) e 2) temos: 
~ 
i . [ X J + [ y] < [ X + y] :5 [ x] + [ y] + 1 . 

/ 

Agora. como kCµ) = -[µJ-2; .µ < -1, lemos: 

-kCxJ-kCy)-4 ~ -kCx+y)-2 ~ -kCx)-kCy)-3 

=4 -kCx)-kCy)-2 ::5 -kCx+y) :$ -kCxJ-kCy)-1 

➔ kCx)+kCy)+1 ::5 kCx+y) :$ kCx)+kCy)+2 

''f · x. y < -1 

:Par a U E I ~ t, ck<µ> (X) 00 
L. • emas u e e (Lu) I L e C (L) para lodo 

bperador diferencial L de ordem:$ kCµ)_ 

o 

De:finicão II. b. 2: · Para µ< -1 designa- mo---_~ ]~ µ · , • _, _ ~ o ideal de 
I ~ consliluido pelas u E I ~ que se anulam de ordem:Cu)+1 sobre 

~ Cou seja. Lu,~=O para todo operador diferencial L de ordem menor 

r u igual à kCµ), onde kCµ) é def'inido em CII. b. i) _ 

t_· 
!!{ : • -
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0 

Proposição II.b.1z Sejam u E I ~ e f E C00 
que se anula 

o 

de ordem p sobre L·. · Então · fu e I ~-P. 

Dem: Racionando em lermos locais com u definida por 

J i.X. { , 
u( x) = e J i a.C X t < ) dl; 

1 i 
onde x•= Cx , ... ,x) 

2 n 

. e onde a. E sµ . ([Rn-i >< IR) 

pondo kCu) = k, C-k-2 ~ µ < -k-1), denotando v(x) 

e congelando x', Lemos 

vCx) 
1 

= 

e, porLanLo, / V 
/ 

E I ~-p 

Agora, 

Cl> J l p v C o) = d.e { at: aC{ )dl; 
' i .. 1. :i 

1 

Por integração por partes, obtemos 

aC< )d< 
i 1 

= 

O ·~ l~ k + p. 

= o para O 5 l ( p 

I 
v<t>Co) b ct,,e J(l-paC< )d< . = O , para p ~ t ~ k + p. 

1 1 1 

0 

e 

Proposic;o II.b.2: I ~ é o espaço das funções u da forma 

u=fv onde fe C00 se anula de ordem kCµ) sobre '.L,e onde v e I ~+k<µ> 

Dem • Seja A:=:{ u 

lodo lal~ kCµ)-1 e v E I tk<µ> } 

Decorre da proposicao II.b.1 que A 
~ 
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e 

I µ e kCµ) = k . seja u E . ~ 

fórmula de Taylor nos dá 

k-1 

uCx? = 2 :x~ /j ! u<j>CO) + :x~ vCx? 

j=O 
. j 

vCx,) = k J (1-t)k-i u'k'ctx,) dt, vCO) = u'k'CO) =O 

o 

onde 

o somatório no segundo membro de CII.b.2) ' é igual a zero 

por hi pót.ese. 

Mostraremos que v E I ~➔-k 
.1 

vCx,) = k I (1-t,)k-i u'k'ctx1) dt, = 
o 

i 

=e& I ,.c1 -t,) k-1 

ó 

[R :< C0,1) 

1 
(2) 

[J < e 1 1 
aC t: J d P-

k i.< lx , < > ] 
1 - ... i ... 1 

i<w • X ) 

< i) 

dl = 

( 2) 

= 

J I ( 1-t) k-:1 e J i -1 
aCw /l,)t, dl 

1. 

o 

=c&z. e :1 .1 bCw) dw J 
i.(W , X) 

i 1 

I 
bCw) 

1. 

1 

= I . 
o 

Utilizando Fubini 

Por uma mudança . de variável , w 
1 

-1 
-6. = t temos: 

+00 

onde 

= t,~ 
1 

bCw) = 
1 I ( 1 -4-.1) k-:1 W k k-1 

1 -ó. aC-"- w) d4 
i 

1 
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-~-----111!:sB- - -·· . 
Então 

I 
i.(W , X) 

vCx) = e 1 1 
bCw) dw onde 

1 1 1 

·, 
+00 

J ( 1 --6. -i) k-:1 e k k-:1 
a( -6. e ) bC{) = etc,. ,é. 

1 1 1 
1 

-1 k-1 < k 
k-1 

a(-6. e ) 1ce ) :=:(1--6.) -6. 
:1 i :1 

• -1 k-1 k-1\ ( Ji.. ) 
c1-4 ) ,é. L 

= CC -6.) \ e . . e k-j+i. L \.J i 

i.~j 

Agora, para le 1 > > 1 ~emos 
1 

i.~j 

<i.>c a -A e ) 
1 

d-6. 

k-j+i. 

1e
1

1_ 

µ-i. 
e 1 + -6. 1e 1 ) 

k-j+i. . µ-i. 
cLe 1 ~ 1 ,é.µ-1. 1 e 1 ~ 

/ 

Ent.ão 

i 
< 

... 1 1 

-i. 
-6. 

k-j+µ 

~ ~ 1 e 1 -6.µ • 
i 

k-j+µ 

< ct..e 1<1.1 
µ+k-1 

-6. . 

+00 

1 b <j>C ~,) 1 ~ d..e 1 ~ • 1 k+µ-j J .P.k+µ-• d..,. 

i 

Port.anto temos 

/ para l<l >> 1 

Para lei~ R ( ·R >o), lemos facilmente que 

e 

)-( k-t-µ-j) 
e 1 + 1< 1 , para algum .M >O 

Concluímos então que 

o 

V E I ~+k 

I ~ Enf'im ,seu E '" ,mostramos que u = fv com f e C00 nula 
o . I µ+k · de ordem k sobre L e v E L 
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u u 
j 2 

Dem da propriedade II.b.3: 

Supondo demonst-rado que 
o µ + µ -t-i 

:l 2 . 

'= I L 

u u 
J. 2. 

µ + µ +.i 

E I "i:.1 2 

aªcu,u,,) = L [ ~ J .,,a.-(3 u, .,,f3 u2 
(3:$ct 

~ mos l-r- ar r?mos 

1 /31 ) ~ há nada a demonst.rar pois :$ kCµ nao 
2 

1/31 > kCµ) z 
Para lal < k C µ + µ + 1) t.emos 

1. 2 

'ª' =k C µ+µ) -1 
1 2 

< k C µ ) + kC µ ) + 2 -1 = 
1 2 

= k Cµ) + kCµ) + 1 • e port.antd 
i 2 

l a -(, 1 = lal - 1(31 < kCµ) + kCµ) + 1 - kCµ) = 
1 2 2 

=kCµ)+1 => la-(")l::5kCµ),=}aª-(3u =0=} 
1 ,.., 1 1 p~ 

para ~ k C µ + µ + 1 ) 
.1 2 

/ 

Para demonst.rarmos '. a propriedade II.b.3 podemos nos 

ao caso em que -2 5 µ • µ < -1 • pais : 
1 2 

Suponha que tenhamos provado 

o µ + µ +1 

u.1u2 e I "i:.1 2 se -2 5 µ • µ < -1 
:1 2 e 

o r,. 
vj . e I ~J e j = 1 • 2 ) • -kC(3J.) -2 < /3. <-kC(3 .) -1 

J J 

o µ _ 
u. E I ~J-

.J "'--

,.., 
·.e la proposi cao II. b. 2 ·Lemos 

,·. 

-:., .. ~ 
• e V 

j 

~ f' 
1 

V E 
2 

, 
~ "' . 

V. = f' V. 
J j J 

o /3 .+ k</3 .> 
I J .J E 

L . 

"' "' vv = f' V 
j 2 i :1 

~ coo f' E se 
2 

o (J + (J +kc(J >+ 

I 'i:,
1 2 1 

onde ? e C00 

j 

Ist.o implica 

~ ~ ~ ~ f V = f' f' 
2 2 .i 2 

anula de 

k<{J >+ i 
2 

~ 

se anula de or- dem k C (3 .) sobre 
J 

que 

~ ~ V V 
:1 2 

ordem kC(3 ) + kC (1 ) e 1 2 

por C II. b. 3) l.emos 

o (3 + /3 + i a proposicao II. b. 1 , que V V I :1 2 , 
1 2 

E 
~ 
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Analisando ainda em ter mos locais 

= :X: e { = e :x:',escrevamos :x:1 i 
Denol-e u = u u 

1 2 

A Sµj j 1 • 2 ) 

ª· com ª· E e = 
u. = 

J J J 
.,.. 

= a com a = ª* a u i z 

Como u .e o. :x: • J = o lemos 
J 

J a,Cf;) d(; = O = I a/f;) d(; e portanto 

CII. b. 4) aC(;) = J [ a,Ct;-ri) - ª,:(;) ] a/r,) dr, 

Considere as seguintes regiões: 

A = { lnl < are 1 } com O < a < 1 
1 

A = { lnl 2:- 111 e 1 } com 11 > 1 
2 

A f { otlf; 1 
a · 

s lnl s 111 e 1 } 

1) Em A 
1 

Seja O < t ~ 1 

congelando 

I< 1 = 1 < - t77 + t.n 1 :S 1 < - tn 1 + ltnl 

' l; 
t.. 7) 1 ~ le 1 ltn 1 2: le 1 ~ -a1e1 = e I< 1 - onde 

~ e = e 1 - a ) < 1 . 

~ ~ 
Temos y então, 

1 + 1 e - tn 1 2:- 1 + e l<I + e e - 1) = ~ e e 1 + I< 1 ) . 
Agora, 

1 aC e-n) - a Cç) 1 = lnl • e ç - t.-n ) 1 1 
a -=====} 

1. 1. 

~ 1 a e ç--n) - a e (J 1 = I-n 1 1 a• Cç - t. nJ 1 • CO:St.S1 J 
1 i 1 

~ 

la Ct-nJ - a Ct) 1 < lnl e 1+ I< - t. n I J µ J. -t s 
1. 1 

s e lnl e 1+ I< 1 
µ -J. 

) 1 já que µ -1 < o 
1 

. 
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Erilão 
'. , ., 

laCl;J 1 :Se e 1+ li; 1 Jµ,-i J l>?I la2Cry) 1 dry :5 

lnl:S cxle 1 

e· e 1+ I< 1 

= C" C 1 + 

= e-· e 1 + 

2) Em A / , 
2 

µ -1 
) .i J (1+ 

1 n 1 :-s 

ll: 1 
µ -i 

) i. [ e 

1.e 1 ) µ 1:-
1 [ e 

µ +1 
2 1 n 1) d-ry = 

ale 1 
ai<" 1 

1 + lnl )µ2+2 

'º 1 + ajç 1 
)µ2+2 - -1 

a e < - n ) 1 :'S e e 1 + 1 < - n 
1 

] = 

] < 

1 n - e 1 ~ lnl 1 e 1 ~ 1 n 1 - 1 n 1 / f1 = 1 n I e 1 - 1 / f3) 

C 1- 1/~) = e· . temos: 

1 + .1 n 

'a( e -n) 
1 

o < e· < 1 

lnl > /3 ltl . /3 > 1 temos 

-•.. 

lnl > I< 1 a-► 1 + lnl > 1 + I< 1 ---), e 1 + lnl )µ:1 < 

< e 1 + 1< 1 )µ1 

então. que 

a e < - r, ) 
:1 
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E finalmente,como 

a e < ) 1 5 e e 1 + I< 1 Jµ1 t lemos 
J 

aC { J 1 s e. e 1 + 1e 1 )µ1 J e 1 + 1.,,1 )µ2 d17 = 

lnl?: /31{1 

1 
~ 1 ) µ1+ µ2+1 :::::C" C 1 + e., , supondo µ

2 
< -1 na última 

igualdade. 

3) Em A 
3 

Suponha ,por exemplo, -< >O . Para Y1 > o ·t,emos 

a) lace -r]) - a ce) 1 = lnl 1 a' ce - tn )1 t o < t, ~ 1 
1 1 1 

b) la: ce - tn J 1 ~ e c1 + re - t,-r, 1) µ1-1 

Porém I< - ln 1 > 1e 1 pois -t, n > o, e porl,anl,o, 

) 

Agora, raciocinando como em 1) t,emos a conclusão desejada. 

Para n >O, analisaremos- C 1 - e){ 5 C 1 + e Je cofu O< e< 1 : 

C1-s)<~nSC1+e)ç 

$ J[1a~C{-17) l+la,C{) 1) la/17) 1 d17 

C1 1e)esn5C1 +e)< 

I 

Agora, 

[ 
µ +1] 

-. 1 + C 1 - e ) ç) z :$ CC 1 + e ) µ 1 (1 + C 1 ) µ z +1 + e) { :S 

,., 
.; . 

e e 1 µ +µ +1 + ( ) 1 2 , supondo µ
2 

+ 1 ·< O . 
,· 

• · .,. 
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Fazendo z = ~ - n .temos -cç ~ z ~ e~ ,ou seja. lzl $ e{ 

Ficamos com 

' - f a C ç -n) a C r]) dn = f a C z) a C < - z) dz = J + K 
1 2 1 2 3 3 

An~es de especi~icarmos J
9 

e K
9 

.~aremos alguns cálculos 

Seja a ce-z) - a ({) : =: p(z) 
2 2 

p(O) = O 

:z 

p(z) = f p'Cy) dy 

o 

:i 

= -

z 

I a' Cf-y) dy 
2 . 

o 

= -z J 
o 

1 

a'ce - l-z) dt. 
2 

Seja SC{,z) = -J 
o 

1. 

,~e.z)I $ f 1a;ce - lz)I dl 
o 

Como I{ t.z 1 > 1 e 1 - 1 t.e 1 = e - t., 1 z 1 • e e - t., 1 z 1 ~ .-. e - t. 
2

{ = 

- e e 1 - t.
2 

) para lzl ~ t.~ t.emos: 

Agora, 

pois 

/ 
/ 

1sce ,z) 1 s e - 1. 
para lzl < .ce 

a e e - z) = z se e . z) + a e {) -
2 2 

J = f a C z) a C {) dz 
3 1 2 

lzlS&{ 

a Cz)a C{) dz 
1 2 

e K 
3 

= I z a• C z) SC e , z) dz 

lzlS&( 

I a Cz)a C{) dz 
i 2 

= 

lzl~eç 

e 

a e () I a e z) dz - J a e z) a ( ç) dz 
2 i .1 2 

1 z 1 ~,e;{ 

=- ~ce) J a
1
Cz) dz 

12 1~.ct: 

I a. e z) dz - o . 
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Então lemos que 

.... •' ,.,. 
113 1 5 e. e 1 + I; ) µ 2 I ( 1 + 1 z 1 ) µ i dz 

lz l~e~ 

Supondo que µ
1

+ 1 < O 

i 
1 

1 
IK 1 

3 
a Cz)SC< .z) 1 

1 
dz ~ c•c1 + ç )µ2-

1Jlzl a
1
Cz) I dz 

lz l~&.ç 

· 1 s e ,:: ) 1 <_ e e 1 + J: ) µ2-
1 

. '. pais já vi mos que , • z ._ 

·E procedendo como em 1) obtemos que 

com µ + 2 > O 
1 

O caso (>O n > o. n < O decorre analogamente 

,Assim mostramos que lace) 1 ~ ~- e 1 + ll: 1 )µ1+ µ2+1 
,; 

Pa~a provarmos que 

la<j>(ç) 1 :s clAa e 1 + I< 1 )µ1+ µ2+ 1 -j com 

a C ç) = a C l;-z) - a C z) dz • não podemos prciceder <j> I ( j> . ,,.. 
. 1 2 

f orno nos cálculos anteriores C com µ
2 

substituido por µ
2
-j) pois 

..:J 

;a hipótese de Cµ -j) +2 ~ O não é mais salisfeila 
2 

~ conveniente reescrever CII.b.4) assim 

a'j'CI;') = J [ ª/ l;-ri) - l a;L>c <)e-.,,) L_,,l! ] a:i•c )')) dlJ 

/ l~j 

cl,e< 1',a~j-t-1>(7J)> =Opara05t5j] 

Em A leremos 
.i 
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1 

: : -' 

Pelo desenvolvi menta de Tayl ar· temos• 

onde 

Então 

com 

Em A 
2 

· '\' cl> l ( ~ ) 
a C ~ -r]) · = '" a .t C {) C -r,) /l ! + r .._ • 'f/ 

.1 

l~j 

rCI;, 1')) = [ ( ;1 - l)j/j ! at"ct; - lT)) dl] C-T))j+< 

1 

lrCI;. T)) 1 < l 11 I jH J I a:j+<>c I; - lT)) 1 dl < 

o 

la'j'cp 1 ~ C'C1+11; l)µ,-j-• f I a; C11) 1 l11lj+1 dT) ~ 

lnl:50ll{I 

< c•ç.1+11;pµ,-j-• Jc 1 + l1')1)µ2+1d1') < c"o+11;pµ(j+µ2+1 

lnl~al{I 
µ . + 2 > O 

2 

leremos 

I 

1 a(j)c e) 1 = J I I .C 1; • T)) 1 dn - J I I 
2 
e 1; • 1')) 1 

lnl~~l<I lnl~~1e1 

I C{. rP 1 
( j> 

= a e e -n) a e r,) 1 e 
1 i 2 

I 
2 

C /';, l")) = l (a.'1'c /';) C -11) t /1. ! ) a~j>c ri) 
l :5 j 

dYJ 

1 I 
1 
e e , r,) 1 s e e 1 + 1 e - n 1 ) µ 1 e 1 + 1 n 1 ) µ 2 - j :$ 

c·c 1 + l<I )µ1. e 1. + lnl )µ2-j--+ 

onde 

. J 1 1 • e c 1')) 1 dl') 

lnl~~l<I 

<_ e, e 1 + 1 J: 1 ) µ1 J µ J. ... e 1 + 1 n 1 ) z - dn < 

com µ2 + 1 -j < 0 
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i._ , ; • 

Portanto 

1 I 2C ç' • ,p_ 1 . s 1 ª2- ,,,. C -n) 1 \. 1 a' '-)e t:) C 1. 
• I L j ,, -,,) /l ! 1 :$ 

~ e e 1 + 

:$ e e 1 + 

1 F. 1 )µJ.-L e 

lt; 1 
)µi-l e 

L < · -J 

1 + lnl )µ2 -j lnlt • ,_n_________ --
1 + · 1 n 1 ) µ 2 - Jtt· -~ ··-· ···- .. ------- . ----

J I I ;/ t: • n) 1 d YI S CC 1 + 1 t: 1 ) µ 1 - L J C 1 + i n J ) µ 2 - j+ L s 

1 n 1 ~.R I e 1 1 n 1 ~/11 <, 1 

e' e 1 + 1 e 1 ) µ i + µ 2 - j+1 com µ
2 

+ 1 --j + l < O para 

O~t:5j. 

< L> l . 
Em A • os· -Ler-mos a e t) e -r)) /l ! 

3 1 · conduzem a majoração 

desejada proced~ndo como em 3) . 

/ 
,/ 

µ + µ +1 

I "".i 2 e, portanto,. u e L 

Agora iniciaremos à demonstração da Proprieda~e CII.b.4) 

Provaremos para~ caso r = 1 . 

Seja u1 = u. Por simplicidade,. consideraremos o caso 

" espaço de Sobolev ·• na def'i ni ção de Iµ e n = 1 , is-Lo é , 

Em particular ,. podemos considerar apenas o · caso em que 

-µ-1/2/ ) 1 > 1/2 .Pela imersão de Sobolev lemos que ué continua. 

Dai segue que f(x,uCx)) defíne uma função conl1nua. De falo~ é ·bem 
Â 

conheci do que pelo Lema de Schauder · ( Ver referencia [ 51 ) que 

f'(x,. uC x)) E H~ ([Ri) sempre que -"'- > 1 /2. Logo é suf'i ci er1LE? provar 

o caso 

:f'(x, uC x)) t H.,.1. , , quando .~ > 1 /2 . 
l0-e. 
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Dos argumentos que se seguem. 
ver i f l ca -·se que 

~uficienle provar para k ~ 1 . Empregarem_os 
para est.e caso a 

eco H4 . densidade de em 
. o . Clarament.e, podemos supor· que u é de 

suport.e compact.o. Dai 

'P E C:'tlR) , com J ,p = 1 . 

, tome uma sequência <p C x) · = k :n( kx) 
- k ' 

Logo, 

• onde 

X~- f(x,u * f>) =x f (x,u * tp) + X f (x,(u * <p )'Ja U* rn 
dx k X k y k x 'k 

, 
O primeiro l,ermo do lado direit.o dest.a. igualdade 

G)\J • converge. em .u . para x f x(x, uC x)) E Htoc (lJ<). 
,. 
E também fácil ver 

::: que, xax f(x,u * i\) converge,em <:})', para xa f(x, uC.x)). 
X 

Logo é 
1 

·~ suf'ícienle most.rar que x(axu * 1\) converge, em H4
, para uma :função 

·, 
:' em H;o.c . Mas • 

/ 

X ( ,p{ * ax u ) = x J u(x-y) C,pk) 'Cy) dy = 

Jcx-y) u(x-y) C,pk) 'Cy) dy + J uCx-y)y C,pk) 'Cy) 4-dy = 

= ( y uCy) * ,p~ Cy) )ex) + u * l/J . k 

= v,, e yJ 
k 

pois 

( * õ u ) - u * ,n C x) + ( yu ' * <pk( y) ) C x) + u * V'k X '1\ X - 'k 

ó primeiro lermo converge para u, o 2~- para d 
X --- u e o 

dx 

para -u . 

m * a u ) · rk X 
converge para d 

x dx u E H/.,. ((R) 
lo-<:, 
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. coo i'unção 

~ e u = u -

para 'ª' 5 

/ 

~ ' 
Demonstracao da Proriedade e r·r. b. 5) , 

o µ µ 
A inol ·usão I L + coo s; I L 

decorre do f'at,o - de uma 

ser uma distribuição conormal e da proriedade CII.b.2). 

µ 
Agora. sejam u e I L 

p 

• 
aª ~ u 

IL 
= o ~ aª. 

X X 
aª1 

X 
1 

kCµ) pois aj PCO. x•) = 
X 

1 

/ 
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~ u 

ôj 
X 

L
k cµ>ôj 

= U( 0 • X t ) X j/j ! 
X 1 

1 
j=O 

• ( ) = aª. Caª1 ~J - o 
IL X X IL 1 

t.J( O. x•) V j ~ kCµ) 

1 

·, 

'· 1 



. 111· - APLICAÇÃO 

O objetivo deste · capitulo é demonstrar o seguinte 
teorema 

Teorema III.1 ' SeJ'a I µ +E u e n Lº solução da equação 
C>O 

CIII.1) 
. Ol -

f'C x. u •...• a u •... ) = o 

onde a !'unção f'Cx,U •...• uot•·· .)lotl
5 

rrt--/é C00 
real .. 

,,----- . 

Suponha que o opÉ>r";✓linearizante P de r- em u seja 
/ simplesmente característico pom respei~o à L. 

ponto 

/ 
Seu é conormal clássica do tipo H numa vizinhança de um 

/ 
x de 

o 
então u /é conormal 

1 

clássica do tipo H numa 

.vizinhança.de toda curva bicaracterística r de P t~açada sobre L 

à part..i r de x 
o 

. ,.,, 
Observacoes: , 
I) Assumiremos que L = { x

1
= O } 

II) Aqui. dizer que Pé simplesment..e caract..erist..ico co~ 

respeito à L é · dizer que ocorrem simultaneamente: 

1) · a CP) f = O 
P NCL) 

conormal ·de L. 

2J v,: o e PJ e x • e J 
~ p o o 

~ o 
/ 

é o símbolo principal de P. 

onde NCL)= {co,x• •<' 
1
,0)} é o f'eixe 

V Cx , < J 
O .O 

E NC:E) onde aC P) 
p 

III) Neste capitulo o espaço _gm terá o - ~entid6 da 

·~ Def'inicao I. 2 , 
Para d e~. denotemos QH o espaço das f'unções em 

x
1

~ O } que são quase-homogêneas de grau d com respeito 

à x. ou -seja, são f'unções da f'orma 
1. 

u(.x) = . d + 
1 X I n- e X. , Log IX 1 ) par a ± x1 > o 

1. . 1 
+ 

onde n- é um polinômio em Logjx I com coeficientes C00 em x~. 
1. 
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f Se Red > O, a lransformada de Fourier parcial com 

~ aspailo à,, da uma tal função u (considerada como função de~") 

~ quase-homogênea de grau -1-d com respeito à ti. portanto 

QHd e n I ~i-R&d 

i:;>o 

Reciprocamente se um si mbol o aC x• • <? coincide para 

QH h C h E <L • Reh < -1 ) enlão a .te 1 1 > > i com uma f·unção de 

__ unção ·u definida por 

uCx) = I 
-_-, onde x' = Cx •...• x ) e 

2 n 
é um símbolo de grau 

-:: com _ variável de freqüência< E [R ). es'lá em QHd módulo C00
, 

1 
onde 

1, 

i{ = -1-h. 

~ evi denle que se u E QHdj C 
j 

/ 

j =1,2 ). então u u e 
i 2 

Seja x· S [Rn. aber'lo. Considere a equação de ordem m em 

c:t 
f' ( X • U • . , Õ U , . . . _, ) j a j 5 m = o 

a 
a !'unção f'Cx.U •...• u ,. - - ,) I j< . a_ m 

r ra u 6 CmCX.~) denotamos FCx,U) o primeiro membro de CIII.1) 

ebnsideremos o . operador P linearizanle de F em u: 

~ III. 3) 

p 

I 

= I 
!ai~ m 

a ar e x • u • . . . , ) a 
au 

a 

Seja H uma familia de graus lal _que são satis:feit..as 

i) H e~ h E <C 

i i ) H -- (N e H 

Reh < -m-2 ~ 

iii) H + H + m + 2 e H 

iv) Para lodo M real~ o conjunto ih e H Reh > M ~ 

e 

é 

Será cómodo ordenarmos o conjunlo ReH numa seqüência 
) 
. jElN 

com e µ, ) 
J 

eslrilamenle decrescenl,e e t .ericlendo 

· -oo . _. Consideraremos, ainda. que a sequência eµ? jEIN 
lerá 
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~ Proposicao III.1 C Linearização): Para j == 1 . . . - • r , 

sejam u. da f'orma u. = 'P . + V . + w. com <p , E coo 
V. E I µ 

' L'. - J J J J J J J 

o 

I V todas reais e V ~ µ < -1. w. E , 
J L 

f'C X , u t ••• t u ) = 
1 r 

f'C X. <P +V •... , <P +V ) 
1 1 r r 

+ 

r ·o 

Õf 
~X,({>,. 

au 1 
, ,p )w. m6dul o I 

r J 

µ+ V+ 1 se µ, 'v ~ Z. 
L 

j 

Dem : · A f'órmula de Taylor permit-e escrever 

f'C x. u t ••• t u ) = f'C x, <P + V t • •• t <p + V ) + 
1 r 1 1 r r 

r 

~x,p +v , .. I Ôf 

au 1 1 

j = ~- j 
/ 

onde as funções S. 
J,l 

00 
E C . 

E I µ ( Como tp.+ V. pois 
J J L 

r 

w w S (x, <P +v , . 
j l j,l 1 1 

j, l = 1 

E COO I µ 
'f>. e V . E 

J J L 
) 

t w , .. ) 
1 

t w{;' E 
1 

e s. 
J , l 

E coo t-emos, pela propriedade CII.b.4) , que 

s e X, p + V t - - • t w , . - - ) E I~ -j , l 
, 

o 

Port.,anto · o seu produto por Wl está I µ em 
~ 

porque \1.\ 
o o 

I V I~ L 
e 

/ 
A propriedade II.b.3 nos dá que 

o 

I V 

L 

0 

· E I 

e 

V 

L 

w .w S. Cx, <p +v , . 
J l J,l .t 1 IL µ+V+i 

, w •.. ) e o que i mpl i e a que 
1 

r 
o 

w .w S . Cx, <P +v , . 
J l J,l 1 1 

,w.t, .. ) E I ~+v+1 

j • l = 1 

I µ 
Z: 

e 

Por outro lado 

por âf' , v. por O 
ôu. J 

a mesma decomposição aplicada com f substituído 

w . por v . e com v = µ , mostra que 
J J 

J 
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àf' . . 
-- . (X.lf.) + 
âu 1 

j 

o 

módulo I 2µ+i 

~ 

Como 

V ' ... ) -
1 

ar. 
-~ (X,f.> • .. . ) 
vU 1 

j 

\ ~~~ e X t rp •... ) E e~) e V l E I ~ 
L ôu, aul 1 

l 
J . 

Temos que 

E como 2µ + 1 < µ temos portanto que 

o 0 

e assim 

ôf( 
-ô x, <P + u _ i 

.J ,/ 

õf _-Cx, tp, · ... ) 
ôu. . 1 

J 

l 

A propriedade CII.b.3) 

ôf' 

nos dà finalmente que 

-ô Cx,tp +v •. 
u. .1 1. 

J 

~ 

)w: = 
J 

Proposicao III.2: Seja 
~ 

ôf' 
-ô Cx.<p •· u, .1 

J 

µ 
u E I o 

L 

2 
{J f . 
Ji_j . ÔU (._ X• 't·\ 

J l 

módulo I ~ . 

)w. 
J 

real 

rt· º 
módulo I ~+v+ :1 

Suponha que o 

; operador linearizanl,e P seja característico com · r· espei to à í:: 

,. 
-..; 

Seu=<p 
/ 

<p E COO , U. E 
J 

todos reais. então 

l - 1 

F(x. u) - F( x. <p + \ u ) 
.l J 
J = o 

o µ _ 

I ~J ...... 

E 

e ver derinição II.b.1) 

0 

I m-1+µ 
~ l 
'-

e seu símbolo principal é ( i-
1 

~1-1 + C ) a
1 

• onde p é o símbolo 
p 

principal de P. C o subprincipal de P. ~ a derivada de Lie do 
H 

p 

~- campo hanú l loni ano H P de p e a
1 

é O si mbol O principal de . L\ 

·_ (Suponha que µ ~ µ · g · il ) 
º l 
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r 
! 

Como 

Dem : Primeiramente quero mostrar que 

F(x. u) -F( 

º = I 
IC(l5 m 

l-1 

X, <p + l u . )­
j :o J 

o 

Qul E I µ º +2m+µl +1 onde 

ar -- ---; ------a 
-(x,,p, ... , a <P, ••• )ô 
ôU 

Ot 

t-1 

F(x.u)-F(x,,p + .l uj)-Qut~ f'(x,u, ... ,ô°'u, . . _.)lal~ m+ 
J=O 

OI.[ · , .. - • a, <P 
l-i 

+ I u . ),-- ·)1a1s 
j~o · J m 

t-1 

u = <p + \' u + ul 
jfo j 

temos que 

onde lal5 m 
/ 

Def'i ni ndo: temos 

Temos 

o 

v a E I ~ º +m pois u j E 

l - .1 

--+ \' U, E 
.L J 

. J =O 

t.ambém w E 
C( 

I 

o 

I µ +m 
~l 

o 

e µ. 5 µ J -+ 
J o 

Como µa' µl ií!'Z e · < µt µo < -1 usando a proposição · III .. 1 temos 

FCx, u) - · F (x, <P + 
l - 1 

.2 U,) 
J=O J 

Qul E 

o 

I µ +Zm+µ +1 
º l r: . . 

0 

Agora, como u - ,p E I ~0 com µ º < -m-2 temos u - ,p se anula de 

' ordem m+2 sobre~. pois 

-kCµ ) - 2 :s µ :s -kCµ ) - 1 ~ .:..kCµ ) - 2 < µ <-m - 2 o o 0 o o 

~ -kCµ ) < -m ~ kCµ ) > m ~ kCµ ) > m :+ 1 ~ o o o 

kCµ ) + 1 ~ m + 2 ·•• · ~-- - -. 
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.,. 
:/ 

.. . . ·*••·· · 
u - ,p 
e 

~ O sobre~ de ordGm kCµ) + 1 
o 

kCµ) + 1 ~ m + 2 

sobre L de ordem m + 2 ~------------··--·-·- - ---

Seja ª11 

b/1 

õf a. 
= Cx,p, ... ,õ p, ... ) 10(1~ e au

11 

õf' O( 
= au

11 
Cx,u •...• o u, ... )lotl:S 

,.,,, 
Afir.macao III.1 : 

~ 

m 

m 

u F t · F: , e e r· · .: 
l~í h:J 

lW.hliot i' · 

em L de ordem a. · 

Dem : · Temos 

C( 
õ tp, .. 

+ L (/ªurªu/·J ( x,,p, ... ,aª,p, .. ·) ôxjér,p 

lrl5 m 

· ( a a f' ) ( x, u, .· . . , aªu, ... ) + 
xj u 11 

+ L [ ªu/u/) 
lrl:S m 

( x,u, ... ,aªu, ... ) ªx _?u = 
J 

= 

sobre 

Temo~ que a penúltima igualdade se dá porque u _ p sobre L de 

m +1 2. 

2 

Vi mos então que os coeficientes correspondentes dos 

P e Q são iguais de ordem 2 sobre L. 

Af'irmac~o III.2: 
~ 

o CP) 
1 

= O e a n = b n 
P NCL'.) 'J 'J 

sobre Z:: de 

a (Q) = O . 
P li'KL) 
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i 
1 
> ., 

'. f 

Dem : o CQ) 1 = 2 a C( < a 1 ::: ªe ) e o . X. ) < m = 
P NC .L) 1 a 1 = m NC L) m • o • ... • o t 

= b ·, _ 
Cm,o,. 

e o • X. ) < m = "\' b l: C( = o ( P) = o. 
, o) 1 L a I NC Z:) P I NC L) 

l~l=m 

A terceira igualdade se dá porque a~= b~ sobre~ de 

ordem 2. 

A af'irmação III.2 nos diz que Q é característico com 

r-espei to à L 

I 
m-i+ µ 

Agora mostraremos que Qu
1 

e ~ l : 

Como Q é caraclerislico com respeito à L temos: 

Q = X a. ex) Dm + ~ ã ex) oª + ~ ã ex) oª . onde ~ • a. E C
00 

1 X Í.., Ol X Í.., Ol X Ol 
1 

1 oc. j = m I a 1 ~ m- 1 

Ol <m 
1 

para !ai~ m. pois Q ser característico com respeito à L _: 
/ 

a 
<m, o, . 

CO,x') = , O~ 
• O) 

a = x a'Cx). 

ô 

Cm, O, ... , 0) 1 

X 
2 

, . - . ·ª X 

O espaço dos vetores tangentes à L é gerado por 

Utilizando que_ ul e I ~l , temos 
n 

XÔ 
1. X 

.1 

a• ( x) X Ô Ô m-i U E I µt +m-i ' ~ m- :1 
.t X X t L po.1 s U'x ul E I µ +m-.i 

Lt e 
1 1 1 

x
1
ôx é 1tangente à L 

1 

e 

Como 

2 ãªC'XJ D~ ut E 

1 a 1 ~ m-1 

,Por tanto 

Qul E I ~l +m-1 

I µ + a 
Ll _ 1 

I µ +m-1 
~l 

,lemos 
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1 
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j,: 

1 
l'. 

1 

-----
Afirmacao IJI. 3 =1 , 

' - - ---:------­
m-1 + p --­

Qul E I ~ l ---
Q Cu) + Q cu) Dem Qu = 

l m l rn-1 l 
o 

I µt aªu Como ul E . lemos 
L L 

o 

o que implica que Q Cu) E 
m-i L I µ +m-1 

LL 

Agora. Q 
m 

= \ a Cx)Dª l C( X 

jOlj=m 

0 

0 

E I µ +m-1 
Ll 

lal=m 

pois Q é caraclerí~t.ico com respeito à L 

se 

lemos, 

------- ---
·-, ----------

lal ~ m-1 

usando a 

a proposicao II.b.1. que 
. . . o que implica que 

0 

Iº µ +m-1 e ) I µ +m-1 
Qm C ul) E Ll concluindo enlão que Q ul e LL . 

o 

l' --~- Como I/ µ º +2
m+µl +ic I 

, L 

1. se µ :S 71; t.emos que 

o 
m-1+µ 
í: L • poisµ <-m-2 

o I µ 
e I n e 

í: L I 

t - 1 

F(x. u) - F( x. <p + , 2 u j ) 
. J =o 

E 

o 
m-1+µ ; 

I L,,. L ,., 

~ concluindo a prova do teorema. ,· 

Decorre do teorema 18. 2. 12 :, ( Ver 
..... 

ref'erenc.i a [ 3] ) 

si mbol o principal de Qul é dado ( -i por ,i. ::f. +C)a 
H L 

. onde a 
l 

é o ~1mbolo principal de u
1 

é o si)nbolo subprincipal • 

p 
p é o símbolo principal de P. C 

~H a derivada, de Lie do campo 
p 

hamiltoniano H de p. A prova desle t.eorema decorre do cálculo dos p 

operadores pseudo-direrenciais. 

ôô 

, ' l i 
I " 

, ' t 
i 

·' i· 
}: · 
; 1 

ii .. · 
1· · . 
! ~' ' 
1 : ; .. · , .,... ' ----------- ------ ·- --·· - ------ -- -------~- --- ----

---- - ---- ·· ····· -·------ --- --:-- •- -------• -H _._._!;t 



1 
l · 

~ : 

; 

Observacoes 
li' 

.: . . -- ··--- --~ 

III) Seja Q 
. -----= ' q C x) aª. É úLi 1 --.. escre·vermos- a --expJ essão La __ 

la.!$ m 

· do símbolo principal de Qul em coordenadas locais x 

onde onde Q é característico com respeito à ~ 

J ix . < e • ) d,::-ut ( x) = e 1 1 ~ X • < 
1 

e.. 
1 

µ 
e ªt E s lc {Rn X lR ) • 

Vimos que podemos escrever Q da seguin'le 1orma 

Q = X q • ( x) Dm + \ q ( x) aª + \ ã ( x) iJa 
1 x l a x .l a x 

1 
lal=m !ai$ m-1 
a <m 

1 

Logo. / 

n 

Q = x1 q • Cx) a: + .2 A/xJ a:-1 ax_ + BCxJ a:-1
+ l qa~,:x=> a~ 

1 J':" 2 1 J 1 .., 'ª'~ m a < m-.1 
.1 

Se la.l ~ m e a. < m-1 
.1 

'lemos 

/ 

Agora, 

aª u cx:J 
X l 

ei.x . < aª' • 
.1 1 a C x , < ) d( 

, l 1 .1 
X 

a 
( :1 E 

1 
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Como a. < m . ..:.. 2 . ·. temos 
1 

. s; ·. 
. µ+ 
S l 

m-2 

--+ 

Ôet U E 
X l I µ +m-2 

í:l 

E 

µ +m-2 · 
S l 

l qet e :x:) ô~ ul e :x:) E I 
la.l~ m 

µ +m-2 
r'l 
L 

et < m- 1 
i 

De fato -podemos assumir que {x =c,:l,.c. } é caracteristicú para Q 
1 

Obtemost portantot 

QulC x) = 

C IIJ;. 4) b = C i~ ) m-:1 
l e., 1 

b C x• •}; ) d< 
l 1 1 

.módulo I µ +m-2 
í:l 

IV) Q é si mpl esmenle car acler 1 sti co com respeito à L se 
/ 

~ ocorre simullane~menle: 

1) a CQ) 1 = O 
P NCí:) 

C Q é característico) 

2) v7( ,:: ) a ( Q) ( X • { ) ~ 0 x.... p . o o 
V · Cx ,< ) 

o o 

No leorema III.1 consideramos o operador P ser 

; simplesmente caracter~stico com respeito á L no: sentido da 
~J 

·i obser vaçâ'.o II 
( 

porque se livéssemos 

VC ~ "'l a C P) C x t ( ) 7f!. O x • .,_.... p o o 
I 

V Cx ,( ) E NC~) 
o o 

a projeção em x da curva integral de H C campo hamilt.oniano de p) 
p 

,,. 

:, poderia ser um ponto. Para evilar -lal situação · . a condição 

(, "1,: a C P) C x • ç ) ~ 0 
. ... p o o 

é su:f i ciente é uma condição de não 

, degenerescência das curvas bicaracterísticas 

68 

··----···---- --- . -· ._ ••-•--••-•h------• ••---•••-•--•---•---~•· ••- --- •-- •• --•-• 



1 . 

Definic;o 111.1 :Seja H uma familia de graus verificando : 
. , 

as condições · CIII. 3) • · Dizemos que uma distribuição u .em X é 

cono~mal clássica do tipo H com respeito à hipersuperficie ~seu 

é c 00 
em X'-L e se, numa vizinhança de cada ponto de L, por 

coordenadas locais tais que u admite µm 

desenvolvimento assintótico u ~ 2 uh, com uh quase-homogênea de 

h E H 

grau -1-h com respeito à X . 
.1 

De-notamos o espaço dessas distribuições de I;. 
O desenvolvimento assintótico precedente signi~ica, por 

exemplo, que para todo inteiro positivo N, a ~unção 

u . - 2 uh 

Reh~-N-1 

Lema III. 
/ 

1 . : Seja µ e [R e os símbolos ªj Cx', < 1.) e QHhj 

/ 

(em r el ação' à < ) , j = 1 , . . . , N , h. e <C 
1 J 

e Reh . = 
J 

µ; onde pomos 

N 

j=i 

dois à 

ex·.< ) . 
1 

dois di st.i nt-os 

Se ª e sµ' para l l;. .11 grande com µ' < µ , então a;.j = o 
para 1 5 j::; N 

Dem: Considere o caso N = 2 

Seja 
/ 

a. = a:. + a;. 
.1 2 

onde 

m 
1 ,e,,hI + 

a .1 = a. . Cx') (Log I< Pj e 
J,1 1 

j= 1 

m 
2 ,e,,hI + 

a:. = a.. Cx') (Log / < l)J z J,2 1 

j= 1 

{ 
+ ex·) se (1 > o a. k + J, 

a:.~ ,/x') = ou k = 1, 2 
J, 

a.~ k(x') <1 < o se 
J, 
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Seja 

C' 
J 

== I m h 
j 

m 
. 1 

I C x• • { ) = 
1 • 2 i L ~- j= 1 

·m 
2 

L 
+ . 

+ a.~ ( X • ) 1 { j tO 2 
J,2 1. 

j= :l 

e j = 1. 2 ) 

(Log 1 < l)j 
:l 

onde 

Considere m > m Por hipótese .3 C > O tal que 
1. 2 

• 

+ 

1 < 1 --µ 1 a.e x • • ç ) 1 < e 
.1 i 

qua,ndo 1~\.1 >> 1 

Então temos 

Podemos 

+ 

/ 
supo~ · que 

< e 

;! o Por-tant,o. 

a- ex•)~ O. 
m ,.1 

F'i xe est,e x, 
1 

( Temos 
(. 

f! 
í: r 

Portanto 

µ-µ • 

~ m . 
( Log 1 { 1 ) :t 

1. 
quando 

~ 

3 

I< 1 >> 1 
1. 

1 { 
1 

1 (Log l l\ I )m .1 < e quando I< 1 >>1 
1 

/ 
é uma contradição 

· O caso m
1
.< m

2 
segue de forma análoga. 

· Agora. se m
1 

= m
2 

= m temos que 3 x• tal que 

e ou 

e a. ex·) r! o 
rn • 2 
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1 

Suponha que e 

= 

Temos m 

I( + • ) a:., ( X 
J ,:1 

j= 1 

Observe o t,ermo 

A ex• .t,) 
m,1,2 

Se A ex•. t,J = o 
m,1,2 

-Lemos • ,pela 

exponenciais + 
• com O' ;,,! O' que a. 

1 2 m,:1 

+ 
con-Lradi z o hipót,ese de que - ex·) a. 

m,1 

iO' l + e :.t + a:. . ex·) 
J,2 

independência 

ex·) + ex·) = a. = 
m,2 

;,,! o 

t, ~ 1 

linear das 

o • o que 

Se A ex• .t) ?'! o. temos uma contradição,u-Lilizando que a soma 
m,1,2 

li 

rinita de sen9s e cossenos não decresce a pont,o de compensar 
,/ 

o crescimento da potência t,m • e também usando a hipótese de 

• 
que a e sµ para 1<11 >> 1 e 

análoga. 

/ 

X E A ~ 
o 

que h = y 

A prova para o caso de N e W qualquer ocorre de rorma 

-Demonstracao do teorema Ill.1 : 

Seja A:=: { X E r u E I ~ numa vizinhança de -;,,~J 
Agora. -h é aber-Lo .por derinição; A é não vazio pois 

Se provarmos que A é rechado "l,eremos. como ré conexa. 

Seja X um pont,o aderent,e de A. Temos -Lanibém. por 

hi pót,ese .• que U E C00 
( X / L ) . 

.. -.... · •' 
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Devemos mostrar que. numa vizJnhança de x. em coordenadas 

1 oc~i s t-ai s que 2'.={x =Ol, u 
1 

admi t,e um desenvolviment-o 

assint-ótico u ~ 2 uh com 

hEH 

respeito à x . 
1 

u quasi-homogênea de grau 
h 

-1-h com 

Como pé simplesmenle caraclerislico com respeilo à L. 

os coe:ficientes A. (O,x') de CIII.4J não são -Lodos nulos , l.emos 
J 

pelo teorema do :fluxo tubular, que exisle uma mudança de 

coordenadas t-al que numa vizinhança de x 

sobre N(L) L=fx =OJ, 
1 

x = (O .. x , O) , X ) 0 
2 

onde 
2 

a I'unção D é C00 
e não se anula, com u de1inida,por hipótese, por 

um símbolo cl~-é:sico do lipo H se x < O 
2 

Enco~lraremos ·runções 

,,_. QH-1-h ( -l d ) uh= para ~o o x
2 

tais que u 
h 

Seja l E [N . 

hEH 

Suponhamos en~onlradas 

lodo x ) quando h EH, Reh ~ 
2 µl-1 com 

CIII. 4) u = 'P + 1 u 
h 

+ V 

Reh~µ 
l-1. 

<p e V reais Ccom a convenção 

uh). I 

Seja F == F [ X • <p l ' 

FCx. u) = f' ex. u . 

. 00 
E C <p 

que ,par-a 

u 
h 

Reh~µ · 
l-1 

O( 
. • à u 

L = º· 

] , onde 

u 
h 

V 

E QH
-:1-h . (, para 

o ·µ +~ 

E n I Ll 
E;)Q ---=-~ ----

- .. ) 
/a./ :Srn 

de Taylor 

F ""' 2 l 

hEH 

2 Uh o 5 j 

mostra 

V 
h 

5 l-:1 e 

que 

V E 
h 

Fl admi le 
QJ-C:1-h-m 
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Como F(x • u) = f'(x ~ u • . . . • aªu • ... ) 1 ct l 5m t..emos P(x. u) = O 

· -1-h 
Uh E QH 

º µ .+ e 

Temos • t..ambém • que w. 
J 

e n I -;:.J 
e>o 

~ ) . Ent..ão • 

l - 1 

pela Proposicao III.2, t..emos 

FC x • '{-> + _l w · ) 
j =O J 

, 
. 

E n I ~-1+ µl + e 

EJ) o 

o 

o que implica que 
m-1+ µ + e I ~ l 

co 

= onde w. . . 
J 

Agora, seja l 
hEH 

~ W. 
jfo J 

Reh=µ. 
J ,.,, 

A.f'irmacao III.4: , Sê µ. > µ
1 

- 1 _ 
J 

ent..ão w. = o 
J 

com 

C pois 

Dem : Seja j o t.al que w. ~ o e t..al que w. = o V j <' J o J o 
Agora. 

/ 

I m + µ. + e 
Fl w. e n J +1 

Jo '.L o 
C>O 

Assim. 

sm a( Fl w. ) = a( Fl ) - a( w. ) E n J J 
C>O o o 

Por oulr-o lado 

a( F l ) E sm - i+ µl + _ E • V e > o e 

Sejam 

I 
Podem 

1) µ1 

µ1 

a( ·W 
j 

= m + µ_ 
Jo 

+ e 

ocorrer- ,apenas 

s µ2 ~ µ . 
J 

Se ocorre 1) , l,omando 

. ~ 

+ e 

e µ2 = m - 1 + µl 

duas possibilidades 

s µl -1 

µ_ > µ - 1 
J l lemos 

+ & 

w. = o 
J 

J 

./,: 

/ 
.,, 

+ µ. -t e ,,,,.- ,.. 
J +1 

Com, a 

, Af'irmacao III.6 seguint..e ~ • demonsl,raremos a Af'irmacao III.4 

Afirmac;o III.5: , 

Dem: Suponhamos 

µ _ S µ - 1 
J l 
\~ 

• por absurdo. queµ_ 
J 
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Tomemos & > O lal queµ=µ _ + m > m + & + µ _ 
J J -t 1 

Além disso 

temos que µ. + m > µl - 1 + ·m + & 
J 

por hip6Lese 
o 

Seja µ • = máx f m· + + 1 µ = µ. + m e e µ , • µ - + 
J J + .1 l 

o o 

t 

Temos O' ( w ) E sµ 
j 

o 
QHh+m 

Agora. sabendo que a( Vh ) E e Re( h + m ) = µ _ + 
J 

o 

Conclui mos utilizando o Lema III.1 que a( . -V )' 
h 

portant-o w == o t o que é uma cont-radição 
J 

~ I A Afirmacao III.4 nos dá que Vh = o se µ_ 
JI J 

\ Reh=µ. 

m + & 

m = µ 

= o 

cr 
> µl -

donde se conclui 
~ _ J 

• utilizando novamente o Lema III.1 que os: V 
~--- h -----

l 

e 

1 , 

são 

nulos se Reh > / µl - 1 --
E assim 

F - 2 V 
l h 

módulo n 
.C>O 

I 
m-1+ 

~ 

µ + & 
l+i . 

Reh=µ -J. l . 

Se designar mos por q, ex· •·<) 
l 1 

simbolo da I'unção Fl • leremos que 

o produt.o CXX • )t -m+.1 
1 

pelo 

~ _ \ s Cx' ,ç) módulo íl Sµt+i+.e , 
l L h 1 

&>O 
Reh=µl 

com s,,.,Ç x', l: 
1

) E . QHh ( para l = O .é conveniente pôr sh = O ) • pois 

a CV) 
h 

módulo n 

módulo n 
E>O 
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l 

i 

1 

f 
1 
l 

Como 
-1-h-m 

E QH . , t.emos que 

-m+1 
E QH, ; utilizando que 

. d+ d 
então u u e QH 1 2 . temos: que 

Agora 

Reh = µ 
. l 

Façamos: 

Então 

1 2 

: =: 

~l - \ s ex··<) .l h , 1 

Reh=µt ~ 

oC.V )' 
h 

módulo 

se 

n 
e>o 

U. E 
J 

e t.ambém como 

onde 

onde 

---- - -- -" - ------------------------------ ·------------
/ 

Agora. como . 6cx•) e C00 
e V (x) E , temos 

S>O 

V (x) 
,ó 

onde a 

~ Da Proposicao III.2, obtemos a equação de transporte , 

CIII.5) · ÔO' + \ 
ôx .l 

2 

Por outro lado. dizemos que v é clássica para x < O 
/ 2 

Portanto 

CIII.6) a ex• ,t) _ \ a ex•·<) 
1 .l h 1 

·. onde a E QHh 
h 

Reh=µl 

Utilizando o Lema III.1 mostraremos 

CIII.5) é equivalente à 

módulo n Sµt+J. +E 

S>O 

• agora. que para 

+ s = o 
h para Reh = µ 

l 
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De CIII. 6) decorre que 

módulo S
µ +.e n l+i •· 

C>O 

s 
h 

Reh=µl 

s + 
h 

Re-h=µ
1 

Re-h=µ 
l 

a 
X 

2 

o lado esquerdo da igualdade acima. por hipótese. perlen~e a 

µ +e n S l+:1 

C>O 

Logo 

E 

Agora. ut.ilizando o Lema III.1 

Agora, se 

/ 
+ s 

h 

supormos, por 

= o 

exemplá, 

k 

t..emos 

<1 > o 

s Cx . . { ) = fh .2 e .ex') (Log <1 )j • 1 h 1 J 
J=O 

k 

o Cx . •< ) = {h 2 C~Cx') 
h 1 1 j =O J 

teremo~/ que a equação de CIII.7) 

para O~ j < k 

Portanto. para h 

f'orma única os 

.E H 

ocx·.{) 
h t 

com 

à X 
2 

(Log (1 
)j 

equivale 

Reh = 

qualquer 

à 
* ' a e . 
J 
~ 

2 

podemos 

ç 

+ e . = o 
J 

prolongar 

modo 

de 

a 

equaçâo de -~ranspor~e de CIII.7) ~ sa~isf'ei~a 

ah est.es prolongament.os. e seja 

Designemos ,ainda. 

a - \ a L h 
: =: r 
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Obtemos. para 
grande 

' '-

iJr 
étx z 

r e 

= 

µ -+& n S ld 

&>O 

Deduzimos que r e 

QH
-1-h 

Se considerarmos uh e 

h e · H Reh = µl. ob~emos 

v=w+}:uh 

R9h=µt 

µ +e n S l+i 

&)O 

para x
2 

< O 

para X 
2 

·qual quer. 

de ampl i ~ ude D -
1

(X ' ) o-hC x • • e ) • par a . , 1. 

Agora. pela propriedade CII.b.6) Lemos 

u=p+}: uh+ 

Reh~µ 
l 

~ w onde 
~ 00 ~ 
q:>EC. we 

º µ + e 
l+i nI~ 

C>O 

-Por~an~o consLruimos. por indução sobre t E~ • ~unções 

uh ( h E H Reh = µl ) • ·e~, .. E . Q1cc •-h e u ~ l uh , 

/ 
/ 

.,.-. --i ... ~ -- , ·----- - ~-~----·-·· 

heH 
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