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1. Seja f: R™ — R™ uma bijecdo. Mostre que f é homeomorfismo se, e somente se, para todo A C R"

tem-se f(A) = f(A).

Seja b € f(A) entdo existe a € A tal que b = f(a). Como a € A existe uma sequéncia (a,),eny C A
com a, — a. Sendo f continua temos que f(a,) — f(a) =b. Como (f(an))nen C f(A) deduzimos
que b € f(A). Por outro lado, se b € f(A), existe uma sequéncia (a,)nen C A tal que f(a,) — b.
Sendo f~! continua, temos que a,, — f~1(b), ou seja, f~1(b) € A e assim, b € f(A).

Queremos mostrar que f é continua, para isso, seja /' C R" um conjunto fechado, queremos provar
que f~1(F) = f~1(F). Por hipétese, f(f~1(F)) = f(f~*(F)) = F = F. Dai, f~1(F) = f~}(F),
como querfamos. Agora, vamos provar que f ' é continua. Seja A C R™ fechado, queremos

mostrar que (f~1)~1(A) = (f~1)"1(A), ou seja, f(A) = f(A) = f(A), pois A é fechado. Sendo
essa a hipdtese, segue o desejado.

2. Mostre que o conjunto U = GL (R") C R, formado pelas matrizes invertiveis n x n, é aberto.
Prove que a aplicagao f: U — an, dada por f(X) = X1, é diferencidvel e sua derivada no ponto
A € U é a transformagao linear f'(A)-V = —-A"1. V. AL

Com efeito, se escrevermos
(A+V)y ™t —At=—AL. V. A (V)
e multiplicarmos ambos os membros desta igualdade, a esquerda, por A + V', obteremos
[-T-VA ' =-VA ' = (VA) 1 (A+ V) -r(V),
donde
(V)= (A+V)7 - (vaT)”.

Note que, sendo U aberto, existe (A +V)~! para todo V com norma suficientemente pequena. Daf
resulta

V)< [(A+ V) AT VR
Segue-se entao do lema abaixo que limy o 7(V)/|V] = 0.

Lema: Seja A € R" invertivel. Existe ¢ > 0 tal que, para toda matriz n x n, V, com
V| < ¢, A+V éinvertivel e|(A+V)™!| < 1/c. Demonstragao: Tomando ¢ = (2 ’A’1|)71
vem |z| = |[A7'Az| < |A7!||Az|, donde |Az| > 2c|z| para todo x € R™. Entdo [V| < ¢ =
[(A+ V)z| = |Ax + V| > |Az| — |Vz| > 2¢|z| — c|z| = c|z|. Logo |[V| < ¢ = A+ V invertivel e
2| = [(A+ V)(A+ V) 2| > c|(A+ V) 'z, donde |(A+ V) 'z| < |z|/c para todo = € R, ou
seja, V| <c= |[(A+ V)Y <1/ec

3. Considere em R? a norma ||(z,y)|, = (|z|P + |y\p)% onde 1 < p < co. Seja f: R? — R dada por
f(z,y) = ax + by. Mostre que

1
Ifll:="sup l|az +by| = (Jal? + [b]*)7,
(z,y)ER
() I p=1

ondeqétalque%—l—%:l.



Dica: Se || - || 6 uma norma qualquer em R™ ¢ f : R™ — R ¢é um funcional linear, entao

Ifll:=="sup  [f(z)|= sup f(z)

z€R™,||z||=1 z€R™,||z||=1

Pela desigualdade de Holder,
|f(z, 9)] < [[(a,0)[lql|(z, y) I,

e assim, || f]| < {/|al? + |b|?. Resta mostrar que {/|al9 + |b|? < || f]], para isso vamos considerar
g(a,y) = |z" + [yl = 1.
Com isso, para f e g, temos

Vf(a:,y) = (a7 b)

1T 1Y
Vy(z,y) = (pxl” L= ply|” 1)
|| |y

= (pla|P~ %, ply["~y)
Desta forma, nosso objetivo é obter as solugoes do sistema abaixo:

plz[P~2z = \a

plylP~%y = b (1)
[P + [y[P =1

Multiplicando (1), por b e (1), por a, vem
bp|x[P~1 = Aab
aplyP~t = Xab (2)
2P + [yl =1

se z,y > 0. De (2); e (2),, temos

_ — — a —
bplaf* ™ = aplyP ! = ol = (5) -yl
1

a\ p—1
)7

(5) 1l + Iyl = 1.
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Substituindo |z| em (1),

Dai,

bt
= [y|’ = prR—
b
= |yl = Vat p bt
Substituindo em (3), temos
N = av T
o] = (g) Yal + ba - Yal + b4’

Considerando a,b > 0, segue que xz,y >0 e

1 1
ar1 br—1

:76 e —
Vad + be 4 Vad + b4

Logo, substituindo en f,

I =
T,y) = +

[, y) Vot | Ve
avT + b

b E A
= ——= ([a|? + [D]?)7.



a) Enuncie o Teorema da Fungdo Implicita para fungoes f : U C R**! — R juntamente com a
férmula para as derivadas parciais da fungao implicita.
b) Sejam f,g : R® — R fungoes tais que g(x) = f(z)(1 + f(x)*) para todo = € R™. Mostre que
se g é de classe C*, k > 1 entao f é de classe C*.
a) Teorema da Funcdo Implicita: Dada a funcdo f : U — R, de classe C*(k > 1) no aberto
U C R"1 seja (w9,90) € U tal que f(xg,90) = c e g—i (zo0,y0) # 0. Existem uma bola
B = B (x0;6) C R"e um intervalo J = (yo — €, 40 + €) com as seguintes propriedades:

1) BxJcUe %(I,y) # 0 para todo (x,y) € B x J;

2) Para todo z € B existe um unico y = &(z) € J tal que f(z,y) = f(z,&(z)) = c¢. A fungado
€: B — J, assim definida, é de classe C* e suas derivadas parciais em cada ponto z € B sdo
dadas por

0 1 _ oL (2,6(x))
O o (2,6(x))

b) Seja ¢ : R**!1 — R definida por ¢(z,y) = g(x) —y (1 +y4). Entao g—z’(x,y) =—-1-5y*#£0
para todo (z,y) € R"™!. Assim, para todo zg € R™, pondo yo = f (70) temos ¢ (xg,y0) = 0.
Pelo Teorema da Fungao Implicita, existem uma bola B = B(zg,0) C R", um intervalo
J = [yo —€,y0 +¢] e uma funcdo ¢ : B — J de classe C* tais que, para todo z € B, £(x) é o
unico ponto em J tal que p(z,&(x)) = 0. Como f é continua (prove isto!), podemos tomar § > 0
tao pequeno que f(B) C J. E, sabendo que ¢(z, f(x)) = 0 para todo z € B, concluimos que
f(x) = &(x) se x € B, portanto f é de classe C*.

. Seja f: U — R™ de classe C'* no aberto U C R™. Se, no ponto a € U, a derivada f’(a) : R™ — R™

é um isomorfismo, prove que
vol f(Bla;r])
r—0 vol Bla;r]

= | det f'(a)].

Uma observagdo preliminar: se f : B(a;r) — R é continua, com m(r) = inf{f(z);z € B(a;r)} e
M(r) = sup{f(z);z € B(a;r)} entdao f(a) = lim,om(r) = lim,o M(r) e m(r) < f(x) < M(r
para todo x € B(a;r). Segue-se daf que

1

M) S B o, @ S M)

portanto

. 1
fi vol B(a; ) /B(a;r) J(@)de = f(a).

Dito isto, vemos que vol -f(B(a;r)) = ff(B(a,r)) 1-dy= fB(a‘T) |det f'(x)| dx, portanto

vol-f(B(a;r))
r50 vol -B(a;r)

— [det f'(a)] .



